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概要
標準的次数付き環において, その h 多項式は重要な不変量であり, 次数付き環の様々な性質を
反映する. h多項式の最高次係数が 1であるような次数付き環を pseudo-Gorensteinといい, こ
れは Gorensteinの一般化になっている. 本講演は, エッジ環と呼ばれるグラフから生起する次数
付き環の pseudo-Gorenstein性について議論する.

本講演は, 畑佐悠太氏と小脇修和氏との共同研究 [11]に基づく.

1 導入
以下, kは体とする. R =

⊕
k≥0R0 を, R0 = kである Cohen–Macaulay整域な標準的次数付き環

とする. このとき, Rは正準加群を持つので, それを ωR とおく.

RのHilbert級数とは,
∑

k≥0(dimkRk)t
k で定義される級数であり, Rが標準的次数付き環なの

で, 次の形に書き下せる: ∑
k≥0

(dimkRk)t
k =

h0 + h1t+ · · ·+ hst
s

(1− t)dimR
.

ここで, hs ̸= 0とする. 分子に現れる多項式 h0 + h1t+ · · ·+ hst
s は Rの h多項式といい, その係数

列 (h0, h1, . . . , hs)を Rの h列という. また, このときの sを socle次数という. aを Rの a不変量,

つまり, a := −min{j : (ωR)j ̸= 0}とすれば, dimR = s − a, hs = dimk(ωR)−a が成立する (例え
ば, [3, Section 4.4]を見よ). さらに, 常に h0 = 1であることも注意しておく.

h 多項式, 及び h 列は, 次数付き環において非常に重要な不変量であり, その次数付き環の様々な
性質を反映させる. 実際, Gorenstein 性や, その一般化である level([25]), almost Gorenstein([8]),

nearly Gorenstein([12])といった性質にも, h列が関わっていることが分かってきている. ここでは
これらの概念の定義や詳しい解説はしないが, h列との関係性について, いくつか知られている事実
を述べる:

• R が Gorenstein であることと, h 列が対称的である (つまり, 任意の i = 1, . . . , s について,

hi = hs−i が成立する)ことが同値である ([26]). 特に, Rが Gorensteinなら, hs = h0 = 1で
ある.
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• R が level であることと, R の Cohen–Macaulay 型が hs に等しいことは同値である ([27,

3.2 Proposition]). 特に, Rが levelなら, hs = 1であることと, Rが Gorensteinであること
は同値である.

• もし s ≥ 2であって, Rが almost Gorensteinならば, hs = 1([13, Theorem 4.7]).

• もし Rが nearly Gorensteinならば, hs = 1であることと, Rが Gorensteinであることは同
値である ([18, Theorem 3.6]).

このように, h列, 特に, hs の値は非常に豊富な情報を持っていることが分かる. その中でも, “hs の
値がいつ 1になるか”は自然で重要な問いになる. このことを背景にして, 論文 [5]から, hs = 1とな
る標準的次数付き環 Rは pseudo-Gorensteinと呼ばれるようになった. 今日, 様々なクラスの標
準的次数付き環の pseudo-Gorenstein性が調べられている (例えば, [5, 22, 23, 19]など).

本講演では, エッジ環と呼ばれるグラフから生起する次数付き環の pseudo-Gorenstein 性に着目
する.

2 エッジ環
以下, Gは有限単純グラフとする. つまり, 頂点数や辺の本数が有限で, 多重辺やループは持たない

と仮定する. また, V (G) = [d] := {1, . . . , d}を Gの頂点集合とし, E(G)を Gの辺集合とする. こ
のとき,

k[G] := k[titj : {i, j} ∈ E(G)] ⊂ k[t1, . . . , td].

を Gのエッジ環という. エッジ環は deg(titj) = 1として, 標準的次数付き環になる.

エッジ環は整域ではあるが, Cohen–Macaulay になるとは限らず, いつ Cohen–Macaulay になる
のかの特徴づけはまだ与えられていない. しかし, 正規になるための必要十分条件は与えられており,

これは Gが奇サイクル条件を満たすことと同値である. ここで, Gが奇サイクル条件を満たすとは,

Gの各連結成分において, その中の任意の 2つの奇サイクルが, ある頂点を共有しているか, その 2つ
の奇サイクルのある頂点同士が辺で結ばれているときにいう. 特に, Gが 2部グラフであれば, エッ
ジ環は正規になる. エッジ環はアフィン半群環とみなせるので, 正規であれば Cohen–Macaulayとな
る ([16]). 本講演では, Gは常に奇サイクル条件を満たすもののみを扱うことにする.

上の正規性の特徴づけは大杉-–日比 ([20]) と Simis–Vasconcelos–Villarreal([24]) によって, 同時
期に, 独立に得られた. この論文以降, エッジ環の研究は急速に進み, h列についても多くの成果が得
られている. 実際, 以下のクラスは h列が計算されている, もしくは, 計算するための方法が与えられ
ている:

• 完全グラフ, 及び, 完全 2部グラフ ([29, Section 10.6]).

• 内部多項式を用いた, 一般の 2部グラフのエッジ環の h列を与える方法 ([17]).

• その他, 特定の形のグラフ ([7, 2, 15]).

さらに, エッジ環の Gorenstein 性, level 性, almost Gorenstein 性, nearly Gorenstein 性について
も, いくつか成果が挙げられている ([21, 14, 15, 2, 10]). また, pseudo-Gorenstein性についても, 2

部グラフにおいては, 内部多項式を用いて十分条件が与えられている ([9]).



本講演では, 2部グラフのエッジ環の pseudo-Gorenstein性の完全な特徴づけを与える. また, 2部
グラフでない奇サイクル条件を満たすグラフについても, ある程度成果を得ることが出来たので, そ
れを紹介する.

3 2部グラフの pseudo-Gorensteinエッジ環
この節では, 2 部グラフのエッジ環の pseudo-Gorenstein 性について議論する. それにあたって,

いくつかグラフ理論の言葉と事実が必要になるので, それを解説していく.

まず,グラフGの耳分解について説明する. Gが (開)耳分解を持つとは, GがG = P0∪P1∪· · ·∪Pr

という形で書けるときにいう. ただし, Pi は道グラフであって, P0 は長さ 1(ここでいう長さとは, 辺
の本数を指す)であり, i ≥ 1については, (P0 ∪ P1 ∪ · · · ∪ Pi−1) ∩ Pi がちょうど Pi の両端点から成
る. グラフ Gが耳分解を持つことと Gが 2連結であることは同値であることが知られている (例え
ば, [4, Proposition 3.1.1]). ここで, Gが 2連結*1であるとは, Gのどの 1つの頂点を取り除いても,

得られるグラフが連結であるときにいう.

Gが耳分解を持つとする. 耳分解は一意的でなく, 色々な耳分解の取り方があるが, その中で, 長さ
が偶数の道グラフの個数が最も小さいものを optimalな耳分解といい, そのときの長さが偶数の道
グラフの個数を ψ(G)と書く*2. 本講演ではこの ψ(G)が重要な役割を果たす.

グラフ Gがmatching-coveredであるとは, Gが連結であって, どの辺についても, それを含む
完全マッチングが存在しているときにいう. 2部グラフにおいては, matching-coveredという性質は
様々な性質と同値になる. 実際, 次が正しい:

定理 1（cf. [1, Theorems 6.1.5 and 6.1.6]） Gを, 部集合分解 V (G) = V1 ⊔ V2 を持つ連結 2部グ
ラフとする. このとき, 次は同値である:

(i) Gが matching-coveredである;

(ii) |V1| = |V2|であって, 任意の空でない部分集合 T ⊊ V1 に対し, |NG(T )| > |T |が成立する. た
だし, NG(T ) := {v ∈ [d] : {v, w} ∈ E(G) for some w ∈ T};

(iii) Gが 2連結で ψ(G) = 0.

次の定理が, 我々の主結果において, 最も重要な主張になる:

定理 2（[6, Theorems 4.5 and 5.3], [28, Proposition 4.2]） G を 2 連結な 2 部グラフとし, a を
k[G]の a不変量とする. このとき,

−a =
ψ(G) + |V (G)|

2

が成立する.

*1 ここで述べている 2連結の定義は, 一般的なものと少し違い, 本来の定義はこの条件に加えて, “|V (G)| ≥ 3”という仮
定が入るのが普通である. これはつまり, 長さ 1 の道グラフは 2 連結グラフとみなさないということであるが, 本講演
ではこれも 2連結と思いたいので, このように定義している.

*2 我々の論文 [11]では, ϕ(G)という記号を用いていて, ψ(G)とは少し定義が違い, ϕ(G) = ψ(G) + 1という関係があ
る. 諸事情でこのようにしているが, 我々の主結果は変化しないので, あまり気にしないでいただきたい.



グラフ Gの極大 2連結成分をブロックと呼ぶ.

命題 3（[29, Proposition 10.1.48]） Gを 2部グラフとし, B1, . . . , Bn をそのブロックとする. この
とき, k[G] ∼= k[B1]⊗k · · · ⊗k k[Bn]が成立する.

上の命題より, k[G]の hs が 1であることと, 各ブロック Bi について, k[Bi]の hs が 1であること
は同値である. 従って, 2部グラフのエッジ環の pseudo-Gorenstein性を調べるにあたっては, 2連結
を仮定してよい.

次が本講演の主定理である:

定理 4 Gを 2連結 2部グラフとする. このとき, 次は同値である:

(i) k[G]は pseudo-Gorensteinである;

(ii) ψ(G) = 0;

(iii) Gは matching-coveredである.

注意 5 上の定理の (ii)⇒(i)の部分は既に [9]で得られているが, これは内部多項式の理論を利用し
ている. 一方, (ここでは省力するが)我々の証明では内部多項式を一切利用していない.

我々の主定理から, 様々な系を得ることが出来る. グラフ Gの部分グラフ H が V (H) = V (G)を
満たすとき, H を全域部分グラフという.

系 6 G を 2 連結 2 部グラフとし, H を G の 2 連結な全域部分グラフとする. このとき, k[H] が
pseudo-Gorensteinならば, k[G]も pseudo-Gorensteinである.

特に, G がハミルトンサイクル (G の全ての頂点を通るサイクル) を持つならば, k[G] は pseudo-

Gorensteinである.

グラフ Gのどの頂点も同じ数の辺が接続しているとき, Gを正則グラフと呼ぶ.

系 7 Gを連結な正則 2部グラフであるとする. このとき, k[G]は pseudo-Gorensteinである.

ここまで, pseudo-Gorenstein になるための十分条件を与えてきたが, 以下の簡単な必要条件を与
えることが出来る:

系 8 G を, 部集合 V (G) = V1 ⊔ V2 を持つ 2 連結 2 部グラフする. このとき, k[G] が pseudo-

Gorensteinならば, |V1| = |V2|である. 特に, |V (G)|は偶数である.

ここまでの事実たちをまとめると, 以下の図式が得られる:
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図 1 2連結 2部グラフ Gに対して成立する包含関係

4 非 2部グラフの pseudo-Gorensteinエッジ環
2部グラフの場合は完全な特徴づけが与えられたが, 2部グラフでない場合は非常に難しい問題に

なる. 実際, 上の図 1の包含関係はほとんど満たさなくなる.

以下に, 奇サイクル条件を満たし, 2連結を仮定しても反例が存在することを述べる:

例 9 (i) H1 を V (H1) = {1, 2, 3, 4}, E(H1) = {{1, 2} , {2, 3} , {3, 4} , {1, 4} , {1, 3}} であるグ
ラフとする (図 2). このグラフは matching-covered ではないが, h 多項式は 1 + t となるので,

“pseudo-Gorenstein =⇒ matching-covered”の反例である.

(ii) H2 を V (H2) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

E(H2) = {{1, 2} , {2, 3} , {3, 4} , {4, 5} , {1, 5} , {1, 6} , {3, 6} , {3, 7} , {5, 7}}

であるグラフとする (図 3). このとき, ψ(H2) = 1で, |V (H2)|は奇数であり, h多項式は 1 + 2t+ t2

となる. これは “pseudo-Gorenstein =⇒ ψ(G) = 0”と “pseudo-Gorenstein =⇒偶数頂点”の反例
になっている.

(iii) H3 を V (H3) = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

E(H3) = {{1, 2} , {2, 3} , {3, 4} , {4, 5} , {5, 6} , {1, 6} , {1, 3} , {3, 5} , {3, 6}}

であるグラフとする (図 4). このグラフは偶数長のハミルトンサイクルを持ち, ψ(H3) = 0で, h多項
式は 1+3t+3t2である. 従って, これは “ψ(G) = 0 =⇒ pseudo-Gorenstein”と “matching-covered

である 2連結な全域部分グラフを持つ =⇒ pseudo-Gorenstein”の反例である.

(iv) 5頂点完全グラフ K5 を考える. これは正則グラフである一方, h多項式は 1 + 5t + 5t2 であ
る. これは “正則 =⇒ pseudo-Gorenstein”の反例である.
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図 4 グラフ H3

このように, 図 1にある包含関係のほとんどが成立しないことが分かる. ただ, 適当な仮定を加える
などすると, 十分条件を与えることが出来る. 次の 2つが非 2部グラフにおける我々の主結果である:

定理 10 Gを奇サイクル条件を満たす連結グラフとする. このとき, Gが matching-coveredである
ならば, k[G]は pseudo-Gorensteinである.

定理 11 G を奇サイクル条件を満たす連結グラフとする. このとき, G が偶数頂点正則グラフなら
ば, k[G]は pseudo-Gorensteinである.
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