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概要
カンドルは Reidemeister 変形に対応する公理系をもつ代数系であり, 結び目不変量の構成に
重要である. 一方で, admissible なカンドルによる彩色不変量は絡み目群からの準同型の個数に
帰着し, 得られる情報が限られる. これに対し, non-admissible なカンドルの彩色不変量は，絡
み目群が同型な絡み目を区別し得る．本研究では，カンドルが non-admissible となるための十
分条件を与え，それに基づく non-admissible カンドルの発見・構成を行う．
本研究は, 甲斐涼哉氏（大阪公立大学・奈良教育大学）, 姫野圭佑氏（広島大学）, 小澤裕子氏

（明治大学）との共同研究に基づく.

1 準備
1.1 カンドル
カンドルは結び目理論における Reidemeister 変形に対応する公理系をもつ代数系であり, 結び目

不変量の研究において重要な役割を果たしている. さらに [14, 18]を発端として, 近年では微分幾何
学における対称空間の観点からカンドルの研究が行われている.

Definition 1.1 ([10, 15]). 集合X ( 6= ∅) と二項演算 ◁ : X ×X → X の組X = (X, ◁)がカンドル
(quandle)であるとは次の条件 (i)–(iii)を満たすことである:

(i) 任意の x ∈ X に対して, x ◁ x = xを満たす.

(ii) 任意の y ∈ X に対して, 写像 Sy : X → X, Sy(x) = x ◁ y, は全単射である.

(iii) 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z).

カンドル X = (X, ◁) において, S−1
y (x) を x◁y と表す (x, y ∈ X). さらに, 本研究では次の Fenn-

Rourke Notation も用いる (詳しくは [13, Section 8.5] を参照せよ): xy := x ◁ y, xy−1

:= x◁y

(x, y ∈ X).

Remark 1.2. カンドル (X, ◁)に対して, (X, ◁)もカンドルとなる. このカンドル (X, ◁)をカンド
ル (X, ◁)の双対カンドル (dual quandle)といい, 二項演算 ◁を ◁の双対演算 (dual operation)

と呼ぶ.

∗ E-mail:u068111h@ecs.osaka-u.ac.jp



二つのカンドルの間の写像がカンドルの演算を保つときカンドル準同型 (quandle homomor-

phism) といい, 全単射カンドル準同型をカンドル同型 (quandle isomorphism) という. 二つの
カンドルの間にカンドル同型が存在するときそれらは同型であるという. カンドル X において, 写像
Sy : X → X (y ∈ X) はカンドル同型である*1. カンドル (X, ◁)の部分カンドル (subquandle) と
はX の部分集合で ◁と ◁で閉じているものをいう*2. カンドルX, Y に対して, 単射カンドル準同型
f : X → Y が存在するとき, 像 f(X)は X と同型な Y の部分カンドルである.

Example 1.3 (共役カンドル). Gを群とする. G上の二項演算 ◁ : G × G → Gを x ◁ y = y−1xy

で定義する. このとき, Conj(G) := (G, ◁) はカンドルであり, このカンドルを G の共役カンドル
(conjugation quandle)と呼ぶ.

H を群 G のいくつかの共役類の和集合, すなわち, H =
⊔

λ Cλ (Cλ は群 G の共役類) とす
る. このとき, H は群 G の元の右からの共役作用で閉じている. 従って, Conj(H) = (H, ◁) は
Conj(G) の部分カンドルであり, このカンドルも共役カンドルと呼ぶ. 位数 2n (n ∈ Z>0) の二面
体群 D2n の鏡映変換全体がなす共役類 H の共役カンドルは二面体カンドル (dihedral quandle)

Rn := (Zn, x ◁ y = 2y − x)と同型である.

任意の共役カンドルに対して, その部分カンドルはある群の共役類の和集合上の共役カンドルで
ある.

カンドル (X, ◁)に対して, 群 As(X) :=
⟨
ex(x ∈ X) | ex◁y = e−1

y exey(x, y ∈ X)
⟩を X の付随群

(associated group) という*3. 写像 ηX : X → As(X), ηX(x) = ex, を自然な写像 (natural

map) と呼ぶ*4.

Remark 1.4. 自然な写像は常に単射になるとは限らない. 実際, 位数 3のカンドルで自然な写像が
単射ではないものが存在する.

Definition 1.5 ([11]). カンドル X が admissibleであるとは自然な写像 ηX が単射であることを
いう. X が non-admissibleであるとは X が admissibleでないことをいう.

Remark 1.6. カンドル X が admissibleであることと次の二つの条件は同値である:

• ある群 Gとある単射準同型 f : X → Conj(G)が存在する.

• ある群 Gが存在して X は Conj(G)の部分カンドルと同型である.

Remark 1.7. カンドルが admissible [11], reducible [9, 17], injective [6], そして embeddable [1]

は同値な概念である. さらに, 共役カンドルの部分カンドルを standard [2]と呼ぶこともある. 本研
究では admissibleという言葉に統一する.

Question 1.8. 与えられたカンドルが non-admissibleであるかどうか判定することはできるか.

*1 Definition 1.1 の条件 (iii) は, Sz(x ◁ y) = Sz(x) ◁ Sz(y) と書けるので写像 Sz はカンドル準同型である. さらに,

条件 (ii)より全単射であるからカンドル同型である.
*2 カンドル (X, ◁)の部分集合で ◁で閉じているが ◁で閉じていないものが存在する [12, Theorem 2].
*3 [10]では AdConj(X)と書かれている.
*4 自然な写像は ηX : X → Conj(As(X))とみなすことでカンドル準同型と考えることができる.



2 主結果
2.1 補題
I を単位閉区間 [0, 1] とし, D を 2 次元閉円板とする. (1, 1) タングルとはプロパー埋め込み

f : I t S1 t · · · t S1 → D× I の像であって f(I)が f(0) ∈ D× {0}から f(1) ∈ D× {1}を結ぶ道
になっているものをいう. 本講演では, (1, 1)タングルは向き付けられており, f(I)は常に f(0)から
f(1)へ向かう向きをもつものとする. (1, 1)タングルの図式も結び目と同様に定義される. D を有向
絡み目 Lの図式とする. D 上の弧の内点を 1つ切り開くことにより, Fig. 1のように (1, 1)タングル
L̃の図式 D̃ を得る. 以下では, f(0)に対応する点を含む弧を as, f(1)に対応する点を含む弧を at と

D

▼

▼

→

▼

▼

D̃

as

at

図 1 D から得られる図式 D̃

する.

Definition 2.1. X をカンドル, D を有向絡み目 L の図式または (1, 1) タングル L̃ の図式とす
る. Arc(D) を D の弧全体の集合とする. 写像 C : Arc(D) → X が D の X 彩色であるとは
D の各交差において次の条件を満たすことである: Fig. 2 の弧 ai, aj , ak ∈ Arc(D) に対して,

C(ai) ◁ C(aj) = C(ak). D の X 彩色全体の集合を ColX(D)と書く.

▶

ai aj

ak

C(ai) ◁ C(aj) = C(ak)

図 2 彩色条件

Lemma 2.2 (cf. [3, Lemma 4.4], [16, Lemma 5.6]). X をカンドルとする. ある (1, 1) タングル



L̃, L̃ のある図式 D̃, そして D̃ のある X 彩色 C̃ が存在して, C̃(as) 6= C̃(at) を満たすならば X は
non-admissibleである.

Remark 2.3. カンドル X の内部自己同型群 (Inner automorphism group) Inn(X)とは, 写
像 Sx (x ∈ X) が生成する群のことである. カンドルX が faithfulであるとは, 写像X → Inn(X),

x 7→ Sx, が単射であることをいう. [3, Lemma 4.4], [16, Lemma 5.6] では次が示されている: カン
ドルX が faithfulならば任意の (1, 1)タングル L̃, L̃の任意の図式 D̃, そして D̃の任意のX 彩色 C̃

に対して, C̃(as) = C̃(at)を満たす.

2.2 Hopf絡み目型 (1, 1)タングルを用いた判定法
Proposition 2.4. X をカンドルとする. ある x, y ∈ X が存在して x ◁ y = xかつ y ◁ x 6= y を満
たすならば X は non-admissibleである.

Proof. D̃ を Fig. 3の図式とする. D̃ の任意の X 彩色は Fig. 3で与えられ次の関係式を満たさなけ
ればならない:

x ◁ (y ◁ x) = x, すなわち x ◁ y = x.

ある x, y ∈ X が存在して, x ◁ y = xかつ y ◁ x 6= y を満たすならばある D̃ の X 彩色 C̃ が存在し

▼

C(as) = y

C(at) = y ◁ x

▶

x

図 3 X 彩色された図式 D̃

て C̃(as) = y かつ C̃(at) = y ◁ xを満たす. 従って Proposition 2.2より, X は non-admissibleであ
る.

Theorem 2.5. Gを群, N ⊂ Gを正規部分群とする. このとき, 二項演算 ◁ : (G×N)× (G×N) →
G×N を次で定義する:

(g1, n1) ◁ (g2, n2) = ((g2n2)
−1(g1n1)g1(g1n1)

−1(g2n2), (g2n2)
−1(g1n1)n1(g1n1)

−1(g2n2)).

(i) X = (G×N, ◁)はカンドルである.

(ii) N 6⊂ Z(G)ならば X は non-admissibleである.



Proof. (i) 直接計算すればよい.

(ii) N 6⊂ Z(G) を仮定する. このとき, ある A ∈ G と B ∈ N が存在して AB 6= BA を満たす.

x = (e, e), y = (A,B) ∈ X とおくと,

x ◁ y = (e, e) ◁ (A,B)

= (e, e) = x,

y ◁ x = (A,B) ◁ (e, e)

= ((AB)A(AB)−1, (AB)B(AB)−1)

= ((AB)A(AB)−1, ABA−1).

AB 6= BA であるので, ABA−1 6= B である. 従って, y ◁ x 6= y. Proposition 2.4 より, X は
non-admissibleである.

Gを群とし, σ ∈ Aut(G)を群自己同型とする. このとき, GAlex(G, σ) = (G, x ◁ y = σ(xy−1)y)

を一般化された Alexander カンドル (generalized Alexander quandle) という. 一般化され
た Alexanderカンドルについては, admissibilityに関する先行研究がある.

Proposition 2.6 ([1, Corollary], [4, Proposition 3.12]*5). X = GAlex(G, σ) を一般化された
Alexanderカンドルとする.

(i) σ の固定点集合が単位元のみからなるならば X は admissibleである.

(ii) X が Alexanderカンドル, すなわち, Gがアーベル群ならば X は admissibleである.

Proposition 2.6 より, 非可換群 G上の一般化された Alexander カンドルが non-admissible であ
るかどうかを判定することは次に取り組むべき問題である. さらに [7] では GAP*6 を用いて位数
127までの一般化された Alexanderカンドルの同型類の完全なリストが与えられている. 従って, こ
のリスト内の一般化された Alexanderカンドルの admissibilityを決定することも取り組むべき問題
である.

Remark 2.7. Proposition 2.4 は一般化された Alexanderカンドルが non-admissible であること
を示すことができない. 実際, Proposition 2.4の条件を満たす x, yが存在しないことを直接計算で確
かめることができる. 従って, Theorem 2.5の (ii)におけるカンドルは一般化された Alexanderカン
ドルではない.

2.3 三つ葉結び目型 (1, 1)タングルを用いた判定条件
カンドル X = (X, ◁) において, Inn(X) による X への作用の軌道を X の代数的連結成分

(algebraic connected component) と呼ぶ. X が代数的連結 (algebraically connected) で
あるとは Inn(X)による X への作用が推移的であることをいう.

*5 この論文中では, 共役カンドルを Dehnカンドルと呼んでいるが, このような呼び方は不適切に思われる.
*6 https://github.com/Kurihara190/Classification_of_Generalized_Alexander_Quandles



位相カンドル (topological quandle) (resp. 滑らかなカンドル (smooth quandle)) X =

(X, ◁) とは位相空間 (resp. 多様体) X 上のカンドル構造であり任意の y ∈ X に対して Sy が
自己同相写像 (resp. 自己微分同相写像) であることをいう. 位相カンドル X がハウスドル
フかつ局所コンパクトならば写像 S : X → Inn(X), S(x) = Sx, は連続写像である. ここで
Inn(X) はコンパクト開位相により位相空間とみなす (詳細は [5] を参照*7). カンドル X に対して,

Dis(X) =
⟨
Sx ◦ S−1

y | x, y ∈ X
⟩を X の displacement群と呼ぶ.

Lemma 2.8. カンドル X の displacement群 Dis(X)は次を満たす:

(i) Inn(X)と Dis(X)による X への作用の軌道全体の集合は一致する.

(ii) X がハウスドルフかつ局所コンパクトな位相カンドルならば X の displacement 群 Dis(X)

はコンパクト開位相により連結な位相群となる. 特に X の代数的連結成分は連結な位相空間
である.

Remark 2.9. (i)の証明は [8]による. 詳細な証明は省略する.

Hを四元数全体の集合, すなわち, 次の関係式を満たす {1, i, j, k}が張る R上線形空間とする:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j.

q = a+ bi+ cj + dk ∈ H (a, b, c, d ∈ R)のノルムを

‖q‖ :=
√
a2 + b2 + c2 + d2

で定義する. H のノルムを保つ線形同型写像 H → H 全体の集合がなす群をシンプレクティック群
(symplectic group)といい, Sp(1)と書く. Sp(1)は単純リー群である. 従って, Sp(1)は連結な正
規部分群を持たない. σ ∈ Sp(1)を

σ(1) = 1, σ(i) = j, σ(j) = k, σ(k) = i

で定義される自己同型とすると σ は自己同型 σ : Sp(1) → Sp(1)を誘導する. このとき, 一般化され
た Alexanderカンドル GAlex(Sp(1), σ)は滑らかなカンドルである.

Proposition 2.10. 一般化された Alexander カンドル GAlex(Sp(1), σ) は代数的連結で non-

admissibleである.

Proposition 2.10を示すために Proposition 2.11を用いる.

Proposition 2.11. X をカンドルとする. ある x, y ∈ X が存在して (x ◁ y) ◁ x = y かつ
(y ◁ x) ◁ y 6= xを満たすならば X は non-admissibleである.

Proof. D̃ を Fig. 4の図式とする. D̃ の任意の X 彩色は Fig. 4で与えられ次の関係式を満たさなけ
ればならない:

(x ◁ y) ◁ x = y.

*7 ここでは二項演算の連続性のみを仮定して Sy が自己（微分）同相写像であると述べているが, 双対演算 ◁の連続性を
仮定しなければ S−1

y が連続になるとは限らない.



ある x, y ∈ X が存在して, (x ◁ y) ◁ x = y かつ (y ◁ x) ◁ y 6= x を満たすならばある D̃ の X 彩

x

x ◁ y y

(y ◁ x) ◁ y▼

図 4 X 彩色された図式 D̃

色 C̃ が存在して C̃(as) = xかつ C̃(at) = (y ◁ x) ◁ y を満たす. 従って Proposition 2.2より, X は
non-admissibleである.

Proof of Proposition 2.10. まず GAlex(Sp(1), σ) が代数的連結であることを示す. 単位元 1 ∈
Sp(1) を含む代数的連結成分 P が Sp(1) と一致することを示せばよい. このとき P は Lemma 2.8

の (ii)より, 連結な位相空間である. さらに [7]より, P は Sp(1)の正規部分群である. Sp(1)は単純
であるから, P = Sp(1)が従う. 従って GAlex(Sp(1), σ)は代数的連結である.

次に X が non-admissibleであることを示す. x = 1, y = j ∈ GAlex(Sp(1), σ)とおくと,

(x ◁ y) ◁ x = (1 ◁ j) ◁ 1 = (σ(−j)j) ◁ 1 = σ(σ(−j)j) = σ(−kj) = σ(i) = j = y,

(y ◁ x) ◁ y = (j ◁ 1) ◁ j = σ(j) ◁ j = σ(σ(j)(−j))j = σ(−kj)j = i−1 = −1 6= x.

Proposition 2.11より, X は non-admissibleである.

Remark 2.12. Proposition 2.10のカンドル X は, [19, Conjecture 1.1]の反例である.
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