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概要

球体 Dj から球体 Dn への滑らかな埋め込みで、境界近くで標準的な埋め込み全体の空間を、

埋め込みの空間と呼ぶ. 講演者はこの空間のホモトピー型が余次元 n − j に応じてどのように

異なるかに興味がある. 埋め込みの空間のホモトピー群を記述する組み合わせ的な複体として、

2010年ごろからグラフ複体と呼ばれる組み合わせ的な複体が導入された. これらのグラフ複体に

は、大きく 2種類ある. 1つはオペラッドなどのホモトピー論を起源とするグラフ複体である. も

う一つは、配置空間積分と呼ばれる、幾何学的なコチェインの構成を背景とするグラフ複体であ

る. 2 つのグラフ複体には、適用範囲や得られる情報に本質的な差異がある. この講演では 2 種

類のグラフ複体を、スペクトル系列の E1 項で結びつける方法を紹介する.
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Introduction

球体 Dj から球体 Dn への滑らかな埋め込みで、境界近くで標準的な埋め込み全体の空間を、埋め

込みの空間と呼び Emb∂(D
j , Dn)と書く*1. (n, j)が一般の場合の埋め込みの空間は、1950年代後

半の微分トポロジーの創始期*2から研究されている基本的で重要な対象である. 講演者はこの空間の

ホモトピー型が次元 n, j や余次元 n− j に応じてどのように異なるかに興味がある.

埋め込みの空間のホモトピー群を記述する強力な手法として、2010年ごろからグラフ複体と呼ば

れる組み合わせ的な複体が導入された. これらのグラフ複体は、大きく分けて次の 2種類がある.

(A) オペラッドなどのホモトピー論を起源とするグラフ複体 [AT1, AT2, FTW]

(B) 配置空間積分と呼ばれる、幾何学的なコチェインの構成を背景とするグラフ複体 [Bot, CR,

Sak, SW, Wat, Yos1]

2つのグラフ複体には、適用範囲や得られる情報に本質的な差異がある. (A)のホモトピー論的手

法は余次元 n− j が 3以上のとき強力な手法だが、幾何学的な情報を得づらいという側面を持つ. (B)

の手法は余次元が 2以上で適用可能な幾何学的な手法だが、あまり整備がなされていない. その 1つ

の原因は、(B)の複体が (A)の複体に比べ組み合わせ的に複雑であることであった.

講演者の論文 [Yos2]では (A)のグラフ複体の topホモロジーから (B)のグラフ複体の topホモロ

ジーへの写像を構成した. さらにこの写像の kerは、STU関係式と呼ばれる (B)のホモロジーの基

本的な関係式では消えないことを示した. この結果はホモトピー論由来の (A)のグラフ複体と同等な

グラフ複体を用いて配置空間積分 ((B)の手法)ができる可能性を示唆していた.

この講演では (A)のグラフ複体 HGCと擬同型なグラフ複体 DGCを導入し、このグラフ複体を用

いた配置空間積分を導入する. DGCや HGCは組み合わせ的に定義される複体だが、オペラッドや

dga代数の言葉を用いて自然な記述が可能であり、この記述が擬同型の証明にも用いられる.

このアブストラクトの目標は、オペラッドや dga代数の復習をしたのち、グラフ複体 DGCをそれ

らの言葉で記述することである. DGCを用いた配置空間積分については講演中に紹介する.　
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1 埋め込みの空間 Emb∂(D
j, Dn)

球体 Dj から球体 Dn への滑らかな埋め込みで、境界近くで標準的な埋め込み全体の空間を、埋

め込みの空間と呼び Emb∂(D
j , Dn) と書く. Emb∂(D

j , Dn) には C∞ 位相という標準的な位相が

*1 (n, j) = (3, 1)のときは通常の long knotの空間である.
*2 Haefligerが代表的である.



入る. 埋め込みならはめ込みであるから、はめ込みの空間への標準的な写像 ι : Emb∂(D
j , Dn) →

Imm∂(D
j , Dn) がある. Imm∂(D

j , Dn) はよく調べられている対象*3なので、この 2 つの空間のホ

モトピー論的な差

Emb∂(D
j , Dn) = hofib(ι : Emb∂(D

j , Dn) → Imm∂(D
j , Dn))

の方を調べることがある.

Arone, Turchin [AT1, AT2]と Fresse, Turchin, Willwacher [FTW]は 2010年代に、Goodwillie,

Klein, Weissの埋め込みの微積分 [GKW, GW, Wei]というホモトピー論の手法を発展させ次の驚く

べき結果を示した.

定理 1.1. n− j ≥ 3のとき、次数シフトを除き π∗(Emb∂(D
j , Dn))⊗Qは n, j の偶奇のみによる.*4

この性質の背後にあるのは hairyグラフ複体と呼ばれる組み合わせ的な複体である.

定理 1.2. [FTW] n− j ≥ 3のとき, 次の同型写像がある. (次数の対応は nと j に応じて異なる.)

π∗(Emb∂(D
j , Dn))⊗Q ∼= H∗(HGCn,j).

右辺の複体 HGCn,j は n, j の偶奇のみに依存し、そのホモロジーは組み合わせ的に計算できる.

例 1.3. n, j がどちらも奇数のとき、グラフ は H∗(HGCn,j)の非自明な元を与える. こ

こから nと j が奇数で、n− j ≥ 3のとき、π3(n−j−2)+(j−1)(Emb∂(D
j , Dn))⊗Q ̸= 0が従う.

Aroneと Turchin[AT2]は別のグラフ複体 PGCn,j を導入し、射影 PGCn,j → HGCn,j が擬同型

であること示した. 講演者はこのグラフ複体 PGCn,j を用いて、定理 1.2の対応が n− j = 2の場合

に延長されるかを調べている:

問題 1.4. n− j ≥ 2を満たす n, j に対し、対応

π∗(Emb∂(D
j , Dn))⊗ R

∼=−→ H∗(PGCn,j ,R)

を配置空間積分と呼ばれる幾何学的な手法により構成せよ.

配置空間積分は元々は Kontsevich不変量と呼ばれる強力な結び目不変量を与える枠組みの一つで

ある. 配置空間積分による結び目不変量の構成は、Witten[Wit]による場の量子論的な定式化を起源

とし、 Bar-Natan[Bar], Bott, Taubes[BT]らにより 1990年代後半に数学的な定式化がされた. 後

に Bott[Bot], Cattaneo, Cotta-Ramusino, Longoni[CCL], Cattaneo, Rossi[CR], Watanebe[Wat],

Sakai[Sak, SW] らによって、n, j やホモトピー群の次数が一般化された. この配置空間積分では

*3 Imm∂(D
j , Dn)は Stiefel多様体の多重ループ空間とホモトピー同値である.

*4 n− j ≥ 3のとき、Emb∂(D
j , Dn)は群的なホモトピー結合的 H空間という構造を持つ. このことから n− j ≥ 3の

とき Emb∂(D
j , Dn)の任意の連結成分はホモトピー同値である. 定理 1.1は π0 の情報も拾えることに注意.



PGCn,j と類似のグラフ複体が用いられ、問題 1.4と同様の写像が形式的に構成できる. しかし写像

の well-definednessも含め未だ十分な整備がなされていない.

問題 1.4を PGCn,j の「双対」を与えるグラフ複体 ~PGCn,j で定式化すると次のようになる.

問題 1.5. n− j ≥ 2を満たす n, j に対し、コチェイン写像

I : ~PGCn,j → Ω∗
dR(Emb∂(D

j , Dn))

を配置空間積分により構成せよ. I がコホモロジーに誘導する写像は同型写像か.

2 主結果

問題 1.5において、I の候補を構成することは可能だが、コチェイン写像であることは期待できな

さそうである. そこで ~PGCn,j 本体ではなく、擬同型な別のグラフ複体 ~DGCn,j を用いる.

以下に主結果を述べる. dga 代数や標準分解 A ⊗τ BA については 3 節で復習する. グラフ複体
~DGCや ~PGCの構成は 5節で与える. グラフ複体の定義に必要なオペラッドは 4節で復習する.

定理 2.1 (Y.). A は dga 代数 ΩdR(Vn,j) のある特定の部分 dga 代数とする. グラフ複体 ~DGC は
~PGCに Aの標準分解 A⊗τ BA ≃ Qを「テンソル積」した複体とする. このとき次が成立する.

(1) 射影 ~DGCn,j → ~PGCn,j は擬同型である.

(2) 配置空間積分 I : ~DGCn,j → Ω∗
dR(Emb∂(D

j , Dn)) を構成でき I は hidden face と呼ばれる

寄与を除いてコチェイン写像である.

このアブストラクトではグラフ複体 ~DGCn,j を構成し、(1)を示す. 講演では (2)の写像の構成する.

3 ホモロジー代数からの準備

3.1 dga (余)代数

定義 3.1 (dga 代数). dga 代数 (dga = differential graded associative*5) とは、体 K上の次数つき
ベクトル空間 A =

⊕
n An であって

• 次数 1の微分 d : An → An+1

• 単位元 u : K → A0

• 次数 0の結合的 (かつ単位的な)積 µ : Am ⊗An → Am+n

を持ち Leibniz 則 d(a1a2) = d(a1)a2 + (−1)|a1|a1d(a2) を満たすものである. さらに ε : A0 → K
で積と両立するものを持つとき、この dga代数は augmentedであるという.

定義 3.2 (dga 余代数). dga余代数とは、体 K上の次数付きベクトル空間 C =
⊕

n Cn であって、

*5 dga = differential graded algebraが一般的な用法かもしれない.



• 次数 1の微分 d : Cn → Cn+1

• 余単位元 v : C0 → K
• 次数 0の結合的 (かつ余単位的な)余積 ∆ : Cm+n → Cm ⊗ Cn

を持ち Leibniz 則を満たすものである. さらに η : K → C0 で余積と両立するものを持つとき、この

dga余代数は coaugumentedであるという.

3.2 dga (余)代数の bar-cobar複体

ここでは体 K上の dga 代数と dga余代数の間の随伴関手

Ω : {conilpotent dga余代数 } ⇆ {augmented dga代数 } : B

を導入する *6. B は bar構成、Ωは cobar構成とそれぞれ呼ばれる. この bar構成を用いて 3.3節

では Kの分解 A⊗τ BA ≃ K を与える. 3.2節の内容は [LV]を参考にしている.

記号 3.3. Aを augmented dga代数とする. A = ker(εA : A → K) とし、 Aの次数を +1シフトを

sA = A[1]と書く.

定義 3.4 (bar構成 B). augmented dga 代数 Aの bar構成 BAは、次のように定義される conilpo-

tent dga 余代数である. BAは次数付き余代数としては sAの自由余代数:

T c(sA) =

∞⊕
n=0

(sA)⊗n.

である. T c(sA)の元を [sa1|sa2| . . . |san]という記号で書くと BAの余積 ∆は次のように書ける.

∆[sa1|sa2| . . . |san] =
n∑

i=0

[sa1|sa2| . . . |sai]⊗ [sai+1|sai+2| . . . |san].

BAの微分は dBA = d1 + d2 と分解され、 第一微分 d1、第二微分 d2 はそれぞれ次で定義される.

d1[sa1|sa2| . . . |san] =
n∑

i=1

±[sa1|sa2| . . . |sai−1|s(dAai)|sai+1| . . . |san]

d2[sa1|sa2| . . . |san] =
n−1∑
i=1

±[sa1|sa2| . . . |sai−1|s(aiai+1)|sai+1| . . . |san].

bar 構成と双対的に、coaugmented dga 余代数 C に対し, cobar 構成 ΩC を定義できる. ΩC は

augmented dga代数である.

定理 3.5. Homdga alg(ΩC,A)と Homdga coalg(C,BA)の間に自然な全単射がある. さらにこれらの

空間と捩れ準同型*7と呼ばれる写像の空間 Tw(C,A)に全単射がある.

*6 余代数に coaugmentedより強い conilpotentの条件をつけているのは、自由余代数の普遍性を用いるためである.
*7 Maurer-Cartan方程式という関係式を満たす線型写像を捩れ準同型という.



例 3.6. 次で定義される次数 +1の線形写像 τA : BA → Aを捩れ準同型である.

τA[sa1|sa2| . . . |san] =

{
0 (n ̸= 1)

a1 (n = 1).

3.3 捩れテンソル積と標準分解

定義 3.7. Aを augmented dga代数、C を coaugmented dga 余代数とする. τ : C −→ Aは次数

+1の線形写像とする. このとき捩れテンソル積 A⊗τ C は次数付きベクトル空間としては A⊗C で

あり微分が次で与えられるものである.

dτ = dA ⊗ IdC + IdA ⊗ dC + (µA ⊗ IdC) ◦ (IdA ⊗ τ ⊗ IdC) ◦ (IdA ⊗∆C)

τ が捩れ準同型であるとき、A⊗τ C はコチェイ複体となることが知られている.

定理 3.8. 捩れ準同型 τ : C → A に対し、誘導写像 C → BA が擬同型であることと A ⊗τ C が

acyclicであることは同値である. 特に A⊗τ BAは acyclicであり、これを Kの標準分解と呼ぶ.

4 dg Hopf オペラッド

5節でグラフ複体をオペラッドにより記述するため、この節でオペラッドの復習をする.

4.1 オペラッド

定義 4.1. C を対称モノイダル圏とする (e.g. 可換 dga余代数の圏、位相空間の圏). C 上のオペラッ
ドとは、C の対象の系列 O = {O(n)}n=0,1,2,... であって

• 各 n ≥ 1に対し、対称群 Σn の O(n)への右作用

• 各 n,mと 1 ≤ i ≤ nを満たす iに対し、対称群の作用と両立する i番目の合成 (図 1を参照)

◦i : O(n)⊗O(m) −→ O(n+m− 1)

• 合成の単位元 1 ∈ O(1)

を持ち、垂直合成と水平合成に関する適切な公理を満たすものである. 可換 dga 余代数の圏のオペ

ラッドを dg Hopf オペラッドと呼ぶ.

図 1 オペラッドの合成の例



4.2 小球体オペラッド Dn(•)

n次元小球体オペラッド Dn(•) (n ≥ 1)は位相空間の圏のオペラッドの例であり、埋め込みの空間

や、より広くループ空間を調べる上で重要な道具である.

定義 4.2. D = Dn (n ≥ 1)は原点中心、半径 1の n次元閉球とする. Di は D のコピーとする. 集

合 Dn(k) (k ≥ 1)は写像 f : D1 ⊔ · · · ⊔Dk ↪→ Dで次を満たすもの全体の集合である (図 2を参照).

• Di への制限 f |Di は恒等写像 id : Di → D と平行移動、拡大縮小の合成である.

• 像 f(Int(Di)) (i = 1, 2, . . . , k)は互いに交わらず、D の内部に含まれる.

Dn(k)は集合 Int(D)k × (0, 1]k の部分集合と同一視でき、誘導位相を入れることができる.

定義 4.3. Dn(•)のオペラッド構造を次のように定める.

• 対称群 Σk は Dn(k)に、球体の順番の入れ替えとして作用する.

• i番目の合成 Dn(k)⊗Dn(l)
◦i−→ Dn(k + l − 1) は、第二項の外側の球体を第一項の i番目の

球体に挿入することで定義される (図 2を参照).

• 単位元 1 ∈ Dn(1)は恒等写像 id : D = D1 → D である.

図 2 小球体オペラッドの合成の例

Dn(•) のオペラッド構造と Künneth 写像により H∗(Dn(•)) にオペラッドの構造が入る.

H∗(Dn(k)) には torsion がないため、自然に余積が定まる. 微分を自明な微分とすることで

H∗(Dn(•))は dg Hopfオペラッドの構造を持つ*8.

4.3 グラフオペラッド Graphn(•)

グラフ複体を記述するための dg Hopf オペラッド Graphn(•)を定義する. Graphn(•)は小球体オ
ペラッドのホモロジーの分解を与える. つまり擬同型 H∗(Dn(•),Q) → Graphn(•)がある.

定義 4.4 (グラフ). ここではグラフは、2 種類の頂点 (白と黒) 及び 1 種類の辺 (点線) を持つとす

る. 白頂点は少なくとも 3本の辺を持ち、黒頂点は任意の数の辺を持つ. 各グラフ Γの黒頂点の集合

B(Γ)、白頂点の集合W (Γ)、辺の集合 E(Γ)はそれぞれ番号付けされている. 各辺は向き付けられて

いる. 定義 4.8の図を参照.

*8 Lie括弧の次数が (n− 1)の Poisson オペラッド Poisn−1 と (Z上)同型になることが知られている [Sin].



定義 4.5 (グラフの次数). 黒頂点は次数 0 をもち、白頂点は次数 (−n) を持つ. (点線の) 辺は次数

(n− 1)を持つ. グラフの次数は頂点と辺の次数の和で定義する.

定義 4.6 (グラフの向き). グラフ Γに対しW (Γ)の番号付け、E(Γ)の番号付け、各辺の向きの情報

を Γのラベルという. このラベルを用いてグラフの向きが定まる.

定義 4.7. Graphn(k)は、黒頂点を k 個を持つグラフが生成する Q上次数付きベクトル空間であっ
て、同じ向きのグラフを同一視し、違う向きのグラフを逆符号とする関係式を入れたものである. *9

定義 4.8 (グラフオペラッド). Graphn(•)には次のように dg Hopfオペラッドの構造が入る.

• 対称群 Σk は、黒頂点の番号付けの置換として Graphn(k)に右から作用する.

• i番目の合成 Graphn(k)⊗Graphn(l)
◦i−→ Graphn(k+ l− 1) は 2番目のグラフを、1番目の

グラフの i番目の黒頂点に挿入することで定まる.

• 微分 ∂ : Graphn(k) → Graphn(k)は頂点の拡大という操作で定める.

• 余積 ∆ : Graphn(k) → Graphn(k)⊗Graphn(k) は余重合*10という操作で定める.

定理 4.9. オペラッドの射 Poisn−1(•) → Graphn(•)が定まり、Q上で擬同型である.

*9 黒頂点の番号づけが異なるグラフは区別する.
*10 このアブストでのみ用いる cosuperimpositionの訳語.



5 グラフ複体: オペラッドによる記述

4.3節と双対的に、可換 dga代数の圏のグラフコオペラッド ­Graphn(•)を構成できる. 微分はコー

ドと小ループ*11以外の辺の縮約の和で定まる. この節では、グラフ複体を ­Graphn(•)で記述する.

5.1 グラフ複体 HGCと PGC

定義 5.1. hairy グラフは 定義 4.4 のグラフであって、各黒頂点が丁度一本の辺 (hair と呼ばれる)

を持つものである. hairyグラフで生成される ­Graphn(k)の部分空間をM ­Graphn(k)と書く.

定義 5.2. hairy グラフ複体 ~HGCを

~HGC =
⊕
k≥1

(
(signk)

⊗j ⊗M ­Graphn(k)
)
/Σk.

で定義する. 微分は、hairとコード以外の辺の縮約の和で定義される. ここで signk は対称群 Σk の

符号表現である. signk の元は次数 (−k)を持つとする.

記号 5.3. si : ­Graphn(k) → ­Graphn(k − 1) (1 ≤ i ≤ k)は i番目の黒頂点を忘却する写像とする.

­Graphn(k)の正規化を N ­Graphn(k) =
∩k

i=1 ker(si) で定義する.

定義 5.4. plainグラフ複体 ~PGCを

~PGC =
⊕
k≥1

(
((signk)

⊗j ⊗ ­Graphj(k)⊗N ­Graphn(k)
)
/Σk

で定義する. ­Graphj(k)由来の辺を実線で書き、­Graphn(k)由来の点線の辺と区別する. 微分はコー

ドと小ループ以外の辺の縮約で定義する. 黒い頂点を両端点に持つ実線の辺は縮約する.

次の結果は、オペラッド理論を用いて示された幾分驚くべき結果である.

定理 5.5. [AT2] 自然な射影 ~PGC → ~HGCは擬同型である.

5.2 新しいグラフ複体 DGC

定義 5.6. dga 代数 Aは、次数 (n− 1)の元 en−1(ただし nが偶数のときに限る)と次数 (n− j)の

元 en−j(ただし n − j が偶数のときに限る) が生成する可換な dga 代数を含むとする*12. 標準分解

A⊗τ BA ≃ Qを Z と書く. decoratedグラフ複体 ~DGCを

~DGC =
⊕
k≥1

(
(signk)

⊗m ⊗ ­Graphj(k)⊗ ­Graphk(k)⊗ Z⊗k
)
/Σk

*11 同じ黒頂点を端点に持つ辺を小ループと呼ぶ. 両端点がどちらも黒頂点である (点線の)辺をコードと呼ぶ.
*12 Aとして念頭にあるのは Stiefel多様体の有理モデルである: H∗(A) ∼= H∗(V On,j ,Q). nが偶数のとき (resp. n−j

が偶数のとき), H∗(V On,j ,Q) は次数 n− 1の非自明元 en−1 (resp. 次数 n− j の非自明元 en−j)を持つ.



で定義する. 微分 δは 2つの可換な微分 δ1, δ2 の和に分解される. 第 2微分 δ2 は複体 Z = A⊗τ BA

の部分の微分に一致する. 第 1微分 δ1 は小ループ以外の辺の縮約である. コードも縮約する.

定理 5.7 (Y. ). 自然な射影 π : ~DGC → ~PGCは擬同型である.

Proof. グラフ複体 ~DGC は、2 重複体 ( ~DGC
•,∗

, δ1, δ2) の全複体とみなせる. ここで次数 • はグ
ラフの頂点数の (−1) 倍で定義される. ~PGC も第 2 微分が自明な 2 重複体とみなせる. 2 重複体
~DGC

•,∗
から誘導されるスペクトル系列を E とすると、Z = A⊗τ BAの acyclicity(定理 3.8)から

Ep,q
1 = ~PGC

p,q
が成立する. 右辺は ~PGCの E1 項なので定理 5.7の証明が終わる.
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