
A numerical criterion of ACM bundles on Rational Normal

Scrolls

日本経済大学 経営学部 経営学科
矢城 信吾 (Shingo YASHIRO)

概要
古来より射影直線上のベクトル束の射影化として構成される Rational Normal Scroll と呼ば
れる多様体がある．この Rational Normal Scroll については様々な視点からの考察がなされて
いる．本稿においては，Rational Normal Scroll上の line bundleが ACMであることの数値的
判定条件について述べる．

1 Introduction

本稿では，k は標数任意の代数的閉体とし，S = k[z0, . . . , zN ]を通常の次数付け deg zi = 1の多
項式環とする．また S は射影空間 PN

k の斉次座標環である．X を n次元射影多様体とし，X の因子
D に付随する射影空間への埋め込み φD : X → PN について考える．PN の構造層 O とその埋め込
みに対するイデアル層 IX において，X が ACM（Arithmetically Cohen Macaulay）であるとは

H1(PN , IX(m)) = 0 (m ∈ Z), and Hi(PN ,OX(m)) = 0 (1 < i < n, m ∈ Z)

となることが必要十分条件である．このコホモロジーの vanishingを考察することで，数値的な条件
を得るのが，主結果の一部である．
以下，Rational Normal Scroll π : X = P(O(a1) ⊕ · · · ⊕ O(ar)) → P1 (0 < a1 ≤ · · · ≤ ar) を
考える．これを射影空間 PN に埋め込み，その X 上の因子を Y = aH + bF (a, b ∈ Z) とする．
d = a1 + · · ·+ ar とおくと，次の主張が得られる．

定理 1.1 ([1],cf.[2]). Y が ACMであるための必要十分条件は，a ≥ 2かつ −d+ 1 ≤ b ≤ 1である．

また一般の場合に戻って，X ⊂ PN を射影多様体とする．X がm-regularであるとは

Hi(PN , IX(m− i)) = 0 (i ≥ 1)

が成り立つことをいう．また射影多様体 X が m-regular であることを，regX := reg IX であら
わす．
先述の結果と同様に，π : X = P(O(a1)⊕· · ·⊕O(ar)) → P1 (0 < a1 ≤ · · · ≤ ar)を考える．これ
を射影空間 PN に埋め込み，そのX 上の因子を Y = aH + bF (a, b ∈ Z)とする．d = a1 + · · ·+ ar

とおき，コホモロジーの vanishing を考察することで，次の結果を得る．



定理 1.2 ([1],cf.[2]). regX =

a (a ≥ 2 and b = −d+ 1),

a+ 1 (a ≥ 2 and − d+ 2 ≤ b ≤ 1).

特にこの regularityを考えることは，極小自由分解を構成する上での１つの重要な不変量である．
実際に [3]の考察より，次のことがいえる．

定理 1.3 ([3]). m-regular な射影多様体 X ⊂ PN の極小自由分解 F• → SX → 0. を考える．
Fp =

⊕
i S(−ap,i) (i ≥ 0)とし，ap = maxi{ap,i}としたとき，ap ≤ p+mが成り立つ.

また射影多様体 X の埋め込みに対する極小自由分解において，Np 条件なるものが考察される
（[4][5]）．極小自由分解を F• → SX → 0で Fi =

⊕
j S(−ai,j)を考えたとき，X が Np 条件を満た

すとは，次の条件を満たすことである：
E0 = S and ai,j = i+ 1 (j ∈ Z, 1 ≤ i ≤ p).

この条件は埋め込み φD : X → PN を考えたとき，L = OX(D)とすると

1. N0 条件を満たすとは，m ≥ 0において
Symm H(X,L) → H0(X,L⊗m)

が全射となることと同値である．
2. N1 条件を満たすとは，N0 条件を満たし，かつ IX が 2 次斉次式で生成されることと同値で
ある．

3. N2 条件を満たすとは，N1 条件を満たし，かつ IX の 2次斉次式の生成元 Qr において∑
i

LiQi = 0 (Li ∈ S linear)

なる関係式が成り立つことと同値である．

この Np 条件を満たすか否かで極小自由分解の形が決定できる．例えばm-regularで Np 条件を満た
すような射影多様体の極小自由分解は

0 →
⊕

S(−p− 1) →
⊕

S(−p) → · · · →
⊕

S(−m− 1) →
⊕

S(−m) → S → SX → 0.

の形でかける．これは Linear resolution と呼ばれる形である．これらは後述の正規有理曲線
（Rational Normal Curve）やより一般的な Rational Normal Scroll の極小自由分解の形である
（[6][7]）．この条件などを Rational Normal Scroll上の因子や部分多様体について考察していくのが
本研究のテーマとなる．

2 Rational Normal Scroll

以下，Rational Normal Scrollの構成および極小自由分解を考える．記法や添え字などは，前節と
異なることを注意しておく．Rational Normal Scrollとは，P1 上の階数 nのベクトル束 E の射影化
π : P(E) → P1 をある射影空間 PN に埋め込んだものである．具体的には

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(an) (0 < a1 ≤ · · · ≤ an)



に対して，N =
∑n

i=1 ai + n− 1とおいて埋め込むものである．X = P(E)の定義イデアル IX を考
える．D =

∑n
i=1 ai + nとして 2×D 行列

MD,1 =

(
x1,0 · · · x1,a1−1 x2,0 · · · x2,a2−1 · · · xn,0 · · · xn,an−1

x1,1 · · · x1,a1 x2,1 · · · x2,a2 · · · xn,1 · · · xn,an

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(MD,1)に等しい．S = k[x1,0, . . . , xn,an

]における
定義イデアル IX の極小自由分解は

0 // S(−N)⊕(N−1) // · · · // S(−i− 1)
⊕i

 N
i+ 1


// · · ·

// S(−2)
⊕

N
2


// S // SX

// 0.

である．これは Eagon-Northcott複体の一例となる．

注意 2.1. 階数 1 のベクトル束 O(a1)(a1 > 0) のとき，X = P(O(a1)) ∼= P1 であり，埋め込みは
X ⊂ Pa1 となるから，正規有理曲線を意味する．

注意 2.2. 階数 2のベクトル束 E = O(a1)⊕O(a2)(0 < a1 ≤ a2)のとき，π : X = P(E) → P1 に対
して，E ′ = E ⊗O(−a2)とすると，X ∼= P(E ′)となる．これから Hirzebruch曲面*1に同型であるこ
とがいえる．

注意 2.3. [t0, t1]を底空間 P1 の斉次座標系とし，[z1, . . . , zn]を X 上におけるファイバー Pn−1 の
斉次座標系とすると，埋め込み先の PN 上での P(E)の斉次座標 xi,j は

xi,j |P(E) = tai−j
0 tj1zi

と表すことができる．

ここで，PicX について言及しておく．i : X → PN を埋め込みとし，π : X → P1 を Pn−1 束とす
る．H = [i∗OPN (1)]とし，F = [π∗OP1(1)]とする．このとき

PicX ∼= ZH ⊕ ZF

となる．ここで intersection pairingとして

Hn = deg E ,Hn−1.F = 1, F 2 = 0

がいえる．*2Rational Normal Scroll P(E)と P1のコホモロジー群H0については次の関係がいえる：

*1 [8]で構成される正規化されたベクトル束から構成される Hirzebruch曲面
*2 X上のminimal sectionとして，H0 = H − anF が取れる．これはH − rF が effectiveとなるような最大の r ∈ N
とみることができる．



命題 2.4. P1 上の階数 nのベクトル束

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(an) (0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an)

の射影化 X = P(E)について，a ≥ 0, b ≥ −1とすると

H0(X,OX(aH + bF )) ∼= H0(P1, Syma E ⊗ OP1(b))

が成り立つ．

命題 2.5. D,N, E , X を上述の通りとする．a ≥ 0, b ≥ −1のとき

h0(X,OX(aH + bF )) = (D − n)

(
a+ n− 1

n

)
+ (b+ 1)

(
a+ n− 1
n− 1

)
となる．*3

補足
有理曲線の中で基本的である正規有理曲線は，[7]，[8]，[9]，[10]などで解説されている．以下，P1

の斉次座標系を [t0, t1]とする．すなわち，H0(P1,O(1)) = ⟨t0, t1⟩とする．射影直線 P1 も次数 nの
因子 D による大域切断

H0(P1,O(D)) = ⟨tn0 , tn−1
0 t1, . . . , t0t

n−1
1 , tn1 ⟩

を考える．この基底により構成される射 φ : P1 → Pn の閉埋め込みであり，その像 C = φD(P1)は

n次の有理曲線となる．これを正規有理曲線という．この曲線の定義イデアル IC は
(
n

2

)
個の 2次

斉次多項式で生成される．この正規有理曲線 C の定義イデアル IC は 2× n行列

Mn,1 =

(
x0 x1 x2 · · · xn−1

x1 x2 x3 · · · xn

)
の 2 × 2 小行列式全体で生成されるイデアル I2(Mn,1) に等しい．この極小自由分解は Rational

Normal Scrollの特別な場合である．
先述の Np 条件について考えると，Rational Normal Scroll や 正規有理曲線は Minimal Degree

と呼ばれる射影多様体のクラスとなる．これは degX = codimX + 1 となるような多様体であり，
それらは

1. 射影空間
2. 2次超曲面
3. Veronese Surface

4. Rational Normal Scroll

5. 上記 2.～ 4.までの射影多様体の Cone Type

*3 この式より，X の次数と次元によって h0 が決まることがわかる．



となり，それは regX = 2となる．この Linear resolutionとならないような例としては，degX =

codimX + 2 となるような射影多様体（Almost Minimal Degree）のクラスが分類されている
（[11],[12]）．

3 証明の概略と今後の考察について
以下，証明の概略である．まず X 上の因子 Y が effectiveであるための条件を考察すると

補題 3.1. Y = aH+ bF が effective であるための必要十分条件は a = 0, b > ar または a = 1, b ≥ 1

または a ≥ 2, b ≥ −aar である．

Proof. Bertiniの定理による． Q.E.D

また ample条件を述べると次のようになる．

補題 3.2. Y = aH + bF が ample であるための必要十分条件は a > 0, b > −(a1 + · · · + ar)a と
なる．

Proof. 中井の Ample 判定法による． Q.E.D

これらを利用して，コホモロジーの vanishingを考察することで結果を得る．
また今後の考察の方針について少し述べる．今回，[1]で得られた結果の一部を紹介したが，[2]で
も考察がされている．こちらは Cone Type との関連性が考察がされており,大変参考となった．さ
らに，Arithmetically Buchsbaum Divisor に関する考察は [13] によって述べられている．これは
Rational Normal Scroll より一般的な Minimal Degree な射影多様体上の因子について考察されて
いる．その中でも ACM divisorと regularityの関係性を表した評価式は参考になっている．

定理 3.3 ([13]). Y を ACM多様体とし,標数 0かまたは c ≥ 5と仮定する．d > (c+1)2 のとき,次
の 3条件は互いに同値である．

1. regX = ⌈(d− 1)/c⌉+ 1

2. m(X) = ⌈d/c⌉
3. X はあるMinimal Degree variety上の因子である．

このような形式で整理できればと考えている．ACM vector bundle については [1] を参照してい
ただければと思う．
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