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概要
DW不変量は有向閉三次元多様体の位相的不変量であり、その値を常ホモロジーにもつ。本研
究では、DW不変量の構成を模倣することで、K-ホモロジーに値を持つ位相的不変量を新たに定
義した。これをKDW不変量と呼ぶ。この講演では、Brieskorn homology sphereの PSL2(Fp)

値 KDW 不変量の計算結果について紹介する。これは基本群が非可換群な多様体に対する DW

不変量の初めての計算例でもある。

1 導入
Dijkgraaf-Witten不変量（以降、DW不変量）とは、TQFTを背景にして、DijkgraafとWitten

によって定義された量である [DW90]。DW不変量DWG(M)は有限群Gと三次元多様体M を与え
るたびに定まり、特に Gを固定したときにM の位相的不変量として振舞う。DW不変量の定義は、
大まかな解釈として、基本類 [M ] ∈ H3(M ;Z)を用いて Hom(π1(M), G)を重みづけし足し合わせた
量と言える。さて、DijkgraafとWittenは、DW不変量を三角形分割を用いて表現し、TQFT-like

な toy モデルを構成している。このことから、DW 不変量の計算例は TQFT を理解する一助とな
る。しかしながら、先行研究においては Gや π1(M)が非アーベル群である計算例は多くない。
本研究では、この DW不変量を模倣した不変量、KDW不変量を提案する。KDW不変量の定義
では、K-ホモロジーにおける “基本類”[M ]K ∈ K1(M) を用いる [Rud98]。さて、本研究の主目的
は KDW不変量の計算例を与えることである。一般に、K-ホモロジーの加群としての構造に加えて
誘導される準同型を詳細に記述することは困難である。よって、KDW 不変量の直接計算も困難で
ある。そこで、[Kna78] の研究結果を用いることで、より扱いやすい複素表現環 R(G) の元として
KDW不変量を置き換えた。これを α-KDW不変量と本論文では呼んでいる。さて本研究で得られ
た計算結果は以下の三つである。いずれも一般ホモロジーに値を持つ DW不変量において初めての
計算例である。

1. レンズ空間 L1(k; ℓ)の Z/k 値 α-KDW不変量
2. レンズ空間 L1(k; ℓ)の PSL2(Fp)値 α-KDW不変量
3. ブリ―スコーンホモロジー球面 Σ(k1, k2, k3)の PSL2(Fp)値 α-KDW不変量

最後の計算結果においては、有限群 G = PSL2(Fp)と基本群 π1(Σ(k1, k2, k3))のいずれもが非アー
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ベル群であることに注意してほしい。

2 準備
この節では、主定理を述べるための準備を行う。本節を通して dを奇数とし、Gは有限群を、M

は閉 d次元多様体を意味する。

2.1 K-理論と KDW不変量
まず初めに K-コホモロジー K∗(M) と K-ホモロジー K∗(M) について復習しよう [HR00,

BHS07]。M の複素ベクトル束全体の集合は、ホイットニー和⊕によって可換なモノイドを成す。こ
のモノイドから得られるグロダンディーク群を K0(M)と表し、K−n(M) := K0(ΣnM)で定める。
ここで ΣM は約懸垂 (M × [0, 1])/(M × {0} ⊔M × {1} ⊔ {x0} × [0, 1])を意味する。このK∗(M)

は K-コホモロジーと呼ばれている。さて K-ホモロジーの定義は、複数存在する (例えば、[BHS07]

を見よ)。いずれも複雑であるため、このレポートでは詳細な定義には立ち入らず性質のみ述べよう。
K-ホモロジーにおいては、M が spinc 構造 sを持つ場合、同型K∗(M) ∼= Kd−∗(M) が sによって
誘導される。加えて、Bott周期性 K∗(M) ∼= K∗−2(M)が成り立つ。さて、K-ホモロジーにおいて
は、常ホモロジーと同様の手段で基本類 [M ]K ∈ K1(M)を構成できる [Rud98]。すなわち、任意の
点 x ∈ M において K1(M) → K1(M,M \ {x}) ∼= Zの像が生成元をなす K1(M)の類を基本類と
呼ぶ。また、基本類が定義できるような多様体のことを K-向き付け可能である、と言う。常ホモロ
ジーでは正負を除いて基本類が一意に定まったが、一方で K-ホモロジーの基本類は無限個存在する
場合もあることに注意する。というのも、K1(M)の基本類のなす集合 KOri(M)と H1(M ;Z)には
一対一対応が存在するからだ。
KDW不変量は基本類を用いて次で定める。

Definition 1. M をK-向き付け可能な d次元閉多様体でH1(M)が有限であるものとする。KDW

不変量とは、以下で定まる形式和である。
KDWG(M) :=

∑
[M ]K∈KOri(M)

∑
f∈Hom(π1(M),G)

1Z(Bf ◦ ιπ1(M))∗[M ]K ∈ Z[K1(BG)].

ここで各記号は次を意味している。BGと Bπ1(M)はそれぞれ Gと π1(M)の定める分類空間であ
る。ιπ1(M) :M → Bπ1(M)は分類写像を意味し、Bf : Bπ1(M)→ BGは f ∈ Hom(π1(M), G)が
誘導する連続写像である。

2.2 Knappの ψG と α-KDW不変量
次に [Kna78] から単射準同型 ψG を導入し、α-KDW 不変量を定義しよう。ψG : K1(BG) ⊗

Z[1/2]→ R(G)⊗Z(2)/Zは、以下で説明する準同型 αrp
Z が µs を経由する事実によって構成される。

すなわち、αrp
Z = ψG ◦ µs。

Knappが構成した写像
αrp
Z : Ω∗(BG;Q/Z)→ R(G)⊗ Z(2)/Z



は、Atiyah-Singer の G-signature [AS68] の模倣である。ここで、Ω∗(BG;Q/Z) は Q/Z 係数 G-

有向ボルディズム群を意味し、Z(2) は Z の素イデアル (2) での局所化を意味している。写像
µs の定義には、任意の奇数次元多様体 M に対して定まる [M ]s ∈ K1(M) ⊗ Z[1/2] を用いる。
この [M ]s は、M が K-向き付け可能である場合、ある基本類 [M ]K ∈ K1(M) が存在して、
[M ]s = [M ]K ∈ K1(M) ⊗ Z[1/2] が成り立つ。Knapp はこの [M ]s をもちいて、準同型 µs :

Ω∗(BG;Q/Z)→ K1(BG)⊗ Z[1/2]を、

µs((M,f :M → BG)) := f∗[M ]s

で定めた。α-KDW 不変量は次のように定める。

Definition 2. M を K-向き付け可能な奇数次元多様体とし、基本類 [M ]K は [M ]K = [M ]s ∈
K1(M)⊗ Z[1/2]を満たすものを取る。α-KDW 不変量とは、次で定まる形式和である。

α-KDWG(M) =
∑

Hom(π1(M),G)

1Z ψG ◦ (Bf ◦ ιπ1(M))[M ]K ∈ Z[R(G)⊗ Z(2)/Z].

ψG の性質から、α-KDW 不変量から KDW 不変量の 2-捩れ部分以外をすべて復元できることに注
意しよう。
この小節の最後に ψG の性質とそれから導かれる補題について言及する。f : H → G を単射

な群準同型としよう。このとき、f に考察を与えることで H の表現全体から G の表現全体への
写像が構成できる。更に、これは表現環上で加法的準同型 R(H) → R(G) を誘導する。これを
f! : R(H)→ R(G)と書く。Knappによって次が成り立つことが示されている。

f! ◦ ψH = ψG ◦Bf∗

この性質を応用することで次が得られる。

Lemma 1. [Y.] M をK-向き付け可能な奇数次元多様体とし、G ∼= π1(M)とする。この時、

α-KDWG(M) =
∑

f∈Hom(π1(M),G)

1Z(f!α
rp
Z (M)).

特別な場合として、H が Gの部分群であって f が包含写像ならば、f! を IndGH と書こう。

2.3 例：レンズ空間 L1(k; ℓ)の Z/k 値 α-KDW不変量
この節の最後に、主定理を述べるための記号の導入もかねて、レンズ空間 L1(k; ℓ) の Z/k 値

α-KDW不変量を求める。k ∈ Nとし、ℓを k と互いに素な整数とする。
表現 ρ : Z/k → C× を ρ(m) = e2πm

√
−1/k と定めよう。このとき、R(Z/k)は {ρ0, ρ1, . . . , ρk−1}

で張られる Z自由加群である。いま R(Z/k)を次の対応で Zk に同一視する：

k−1∑
i=0

aiρ
i　←→ (a0, . . . , ak−1)

T.



αrp
Z (L1(k; ℓ))に対応するベクトルを ξ(k; ℓ)と定め、置換行列 P

(m)
k を

(P
(h)
k の (i, j)成分) =

{
1, if j ≡ hi mod k,
0, otherwise,

とおく。このとき、Lemma 1によって、

α-KDWG(M) = 1Zo+

k−1∑
h=1

1Z(P
(h)
k ξ(k; ℓ))

となる。ここで o ∈ Zk はゼロベクトルである。
よって ξ(k; ℓ) の値を求めればよいこととなる。[Kna78] によって任意の k と ℓ における

αrp
Z (L1(k; ℓ))の指標が計算されている。このことから、ξ(k; ℓ)は計算が可能である。実際、[Yan23]

において k ∈ {3, 5, 7, 11, 13}における ξ(k; ℓ)を具体的に示している。

3 主定理
主結果を述べよう。pを奇素数とする。G = PSL2(Fp)は位数 pの有限体がなす射影特殊線型群と
する。k, k1, k2, k3 は p3 − pを割り切る互いに異なる奇素数とする。更に、ℓは k と互いに素とし、
ℓ1, ℓ2, ℓ3 は

k1k2ℓ3 + k1ℓ2k3 + ℓ1k2k3 ∈ {±1}

を満たすようにとる。|G| = (p3−p)/2であるため、Gは位数 kiの巡回群を持つ。この巡回群をHki

と表そう。以降では、IndGHk
: R(Hki) → R(G)を加法的準同型 IndGHki

: Z[R(Hki)] → Z[R(G)]と
自然にみなす。

Theorem 1. [Y.] α-KDWG(L
1(k; ℓ))は、IndGHk

⊗ IdZ(2)/Z における次の元の像と一致する。

(1−mk)o+mk α-KDWG(L
1(k; ℓ)) ∈ Z[R(Hk)⊗ Z(2)/Z].

ここで

mk =


p2 + p, if k|p− 1,

p2 − p, if k|p+ 1,

p+ 1, if k = p.

Theorem 2. [Y.] p /∈ {k1, k2, k3}とする。α-KDWG(Σ(k1, k2, k3))は、
3⊕

i=1

IndGHki
⊗ IdZ(2)/Z : Z[

3⊕
i=1

R(Hki
)⊗ Z(2)/Z]→ Z[R(G)⊗ Z(2)/Z]

における次の元の像と一致する。

o+ 4|G|
(k1−1)/2∑
m1=1

(k2−1)/2∑
m2=1

(k3−1)/2∑
m3=1

1Z(P
(m1)
k1

ξ(k1; ℓ1), P
(m2)
k2

ξ(k2; ℓ2), P
(m3)
k3

ξ(k3; ℓ3)).

さて、p ∈ {k1, k2, k3}の場合、Σ(k1, k2, k3) = Σ(k2, k3, k1) = Σ(k3, k1, k2)によって、k1 = pの
場合のみを考えればよい。



Theorem 3. [Y.] k1 = p とし、∆ ∈ Z/p は Z/p において二乗数ではない数とする。
α-KDWG(Σ(k1, k2, k3))は、

3⊕
i=1

IndGHki
⊗ IdZ(2)/Z : Z[

3⊕
i=1

R(Hki)⊗ Z(2)/Z]→ Z[R(G)⊗ Z(2)/Z]

における次の元の像と一致する。

o+ 2|G|
(k2−1)/2∑
m2=1

(k3−1)/2∑
m3=1

1Z(P
(1)
p ξ(p; ℓ1), P

(m2)
k2

ξ(k2; ℓ2), P
(m3)
k3

ξ(k2; ℓ2))

+ 2|G|
(k2−1)/2∑
m2=1

(k3−1)/2∑
m3=1

1Z(P
(∆)
p ξ(p; ℓ1), P

(m2)
k2

ξ(k2; ℓ2), P
(m3)
k3

ξ(k3; ℓ3)).
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