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概要

古典 Painlevé 方程式について, Takano やその共同研究者たちにより正則性による特徴付け

が知られている. すなわち，正準変換で移り合ういくつかの chart において, その各々で多項式

Hamiltonian により表される Hamiltonian 系として Painlevé 方程式 を一意に特徴付けること

ができる. Garnier 系は Painlevé 方程式の多変数的拡張であり, 古典 2 変数 Garnier 系におい

て同様の特徴付けが Sasano によりなされている. 本稿ではその量子類似について報告する. ま

た最後に, 現在検討中の問題である量子系における τ 関数の構成についての現状報告を行う.

1 Introduction

Painlevé方程式 PJ (J = I, · · · ,VI) はある 2階の線形常微分方程式

LJ :
d2y

dx2
= RJ(x, λ, t)y

のモノドロミー保存変形やストークス係数を不変にする変形理論から導かれることが知られている

[29]．このことは，PVI については Fuchs により，他の PJ (J = I, · · · ,V) については Garnier に

よって最初に示された. これらの Painlevé方程式は LJ の特異点の個数「4」の分割に対応させて考

えることができる．

(1, 1, 1, 1) (1, 1, 2) (1, 3)
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一方，N 変数 Garnier系とは N + 3個の確定特異点を持つ Riemann球面 P1 上の 2階 Fuchs型

線型常微分方程式のモノドロミー保存変形から得られる N 個の時間変数を持つ Hamilton 系である

[1]．N = 1の場合は，Painlevé VI型方程式と一致する．

また，H.Kimura により 2 変数の退化 Garnier 系が構築された．この 2 変数 Garnier 系には

Painlevé方程式の場合と同様に，「5」の分割に対応する次の退化系列がある [2, 3, 4]．
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古典 Painlevé 方程式の特徴付けには Takano やその共同研究者たちの仕事が知られている

[6, 7, 18, 21]．これらの変換の下で， 古典 Painlevé方程式は正則なハミルトニアン系に変換される

[13]．さらには，古典 Painlevé方程式がこれらの有理変換の下で，正則性によりただ一つに特徴付け

られることを示した．これを高野理論と呼ぶ．

筆者は量子 Painlevé方程式に対してもこれを適用し，高野理論の量子類似を構築した [26]．昨年

の発表 [28]において，量子 Painlevé系において得られた結果を Garnier 系にも拡張し，N = 2 の

場合の Garnier系 (G (1,1,1,1,1,1),G(1,1,1,1,2),G(1,1,3),G(1,2,2),G(1,4))の各場合について特徴付

ける量子正準変換とその結果として得られる量子 Garnier系の多項式ハミルトニアンを与え，2変数

量子 Garnier系の構築を行った．

その後，残りの Garnier系 (G(2, 3),G(5))の各場合についても量子正準変換とその結果として得

られる量子 Garnier系の多項式ハミルトニアンが見つかっており，本稿ではそちらの報告を行う．な

お，N = 2 の場合の退化の場合も含めたすべての結果については論文 [27]を参照していただきたい．

2 2変数量子 Garnier系

以下では，N = 2の場合の Garnier系について，その量子版を考える．

2変数量子 Garnier系を適切に定義するために，次のような Hamilton系を考える．

dq1 = [H1, p1]dt+ [H2, p1]ds, dp1 = −[H1, q1]dt− [H2, q1]ds

dq2 = [H1, p2]dt+ [H2, p2]ds, dp2 = −[H1, q2]dt− [H2, q2]ds
(1)

ここで，q1, q2, p1, p2 は [qi, pj ] = δi,jh (h ∈ C)を満たす正準変数であり，t, sは 2つの時間発展の

独立変数とする．

また，H1,H2 は§ 3.で定める量子正準変換により正則となるように決めた q1, q2, p1, p2 の非可換

多項式 Hamiltonian とする．

3 量子正準変換と決定された Hamiltonian

§ 1.で述べたように古典 Painlevé系における特徴付けは Takanoと彼の共同研究者たちの仕事に

よるものである．Painlevé 系の多変数化である Garnier 系については，2変数と 3変数の場合の正

準変換については Sasanoや Suzukiの仕事により分かっている [15, 16, 19, 20]．

本稿では 2 変数量子 Garnier 系について，正則性に基づいたアプローチを試みる．そのために，

Sasano や Suzuki の導入した有理正準変換を自然に量子化したものを考え，これらの変換に対して

正則に変換されるような Hamiltonianを探す．もちろん，正準変換の量子化にも曖昧さの問題は生



じるが，変数の単純な順序交換を考えるだけであればその効果はパラメータの読み替えに吸収するこ

とができるため，順序をどのように指定しても実質的に等価であり，一般性を失わない．そのため，

ここでは変数 qi が変数 pj よりも，また変数 xi が変数 yj よりも左にくるように非可換変数の順序を

指定する．

出発点とする量子正準変換とその逆変換は次のものである．なお，各変換式であるが G

(1,1,1,1,1,1),G(1,1,1,1,2),G(1,1,3),G(1,2,2),G(1,4) については Sasano によるもの，また残り

の G(2, 3),G(5) については Suzuki のものを参考にした．これらの変換式は，古典の場合の

Sasano や Suzuki による変換式と同一のように見えるが，ここでは変数 qi, pj と xj , yj は交換関係

[qi, pj ] = δi,jh, [xi, yj ] = δi,jh (h ∈ C)を保つ量子正準変数，αi はパラメータとする．



1. The case of G(2,3)

r1 : q1 =
1

x1
, p1 = −x2

1y1 − x1x2y2 − α1x1, q2 =
x2

x1
, p2 = x1y2,

x1 =
1

q1
, y1 = −q21p1 − q1q2p2 − α1q1, x2 =

q2
q1

, y2 = q1p2,

r2 : q1 =
x1

x2
, p1 = x2y1, q2 =

1

x2
, p2 = −x2

2y2 − x1x2y1 − α1x2,

x1 =
q1
q2

, y1 = q2p1, x2 =
1

q2
, y2 = −q22p2 − q1q2p1 − α1q2,

r3 : q1 = x1, p1 = −ηt1
1

x2
+ y1, q2 = x2, p2 = ηt1(

1

x2
)2 − ηt1t2(

1

x2
)2 + α2

1

x2
+ y2,

x1 = q1, y1 = ηt1
1

q2
+ p1, x2 = q2, y2 = −ηt1q1(

1

q2
)2 + ηt1t2(

1

q2
)2 − α2

1

q2
+ p2,

r4 : q1 =
1

x1
, p1 = −x2

1y1 − x1x2y2 − (α1 + α2)x1 − ηt1
x1

x2
,

q2 =
x2

x1
, p2 = −ηt1(

x1

x2
)2 + ηt1x1(

1

x2
)2 + x1y2 + α2

x1

x2
,

x1 =
1

q1
, y1 = −q21p1 − q1q2p2 − ηt1t2

q1
q2

− α1q1,

x2 = q2, y2 = ηt1t2q1(
1

q2
)2 − ηt1(

q1
q2

)2 + q1p2 − α2
q1
q2

,

r5 : q1 =
1

x1
, p1 = −x2

1y1 − x1x2y2 − (1 + α1 − α2 + 2α3)x1 +
1

2x1
,

q2 =
x2

x1
, p2 = x1y2 −

1

2
,

x1 =
1

q1
, y1 =

1

2
q31 − q21p1 − q1q2p2 −

1

2
q1q2 − (1 + α1 − α2 + 2α3)q1,

x2 =
q1
q2

, y2 = q1p2 −
1

2
,

r6 : q1 =
x1

x2
, p1 =

x1

2x2
+ x2y1,

q2 =
1

x2
, p2 = −x1x

2
2y2 − x1x2y1 − (1 + α1 − α2 + 2α3)x2 −

1

2
,

x1 =
q1
q2

, y1 = −1

2
q1q2 + q2p1,

x2 =
1

q2
, y2 =

1

2
q21q2 − q1q2p1 − q22p2 −

1

2
q22 − (1 + α1 − α2 + 2α3)q2. (2)



2. The case of G(5)

r1 : q1 =
1

x1
, p1 = −x2

1y1 − x1x2y2 − α1x1, q2 =
x2

x1
, p2 = x1y2,

x1 =
1

q1
, y1 = −q21p1 − q1q2p2 − α1q1, x2 =

q2
q1

, y2 = q1p2,

r2 : q1 =
x1

x2
, p1 = x2y1, q2 =

1

x2
, p2 = −x1x2y1 − x2

2y2 − α1x2,

x1 =
q1
q2

, y1 = q2p1, x2 =
1

q2
, y2 = −q1q2p1 − q22p2 − α1q2,

r3 : q1 =
1

x1
, p1 = −2(

x2

x1
)2 − x2

1y1 − x1x2y2 − (α1 − 2α2)x1 + 2
1

x1
− 2t2,

q2 =
x2

x1
, p2 = 2(

x2

x1
)3 − 4(

1

x1
)2x2 + x1y2 − 2t1,

x1 =
1

q1
, y1 = 2q1q

4
2 − 6q21q

2
2 + 2q31 − q21p1 − 2q1q2p2 − 2t2q

2
1 − 2tq1q2 − (α1 − 2α3)q1,

x2 =
q2
q1

, y2 = −2q1q
3
2 + 4q21q2 + q1p2 + 2t1q1,

r4 : q1 =
x1

x2
, p1 = 2

x1

x2
− 2(

1

x2
)2 + x2y1 − 2t2,

q2 =
1

x2
, p2 = −4x1(

1

x2
)2 − x1x2y1 + 2(

1

x2
)3 − x2

2y2 − (α1 − 2α2)x2 − 2t1,

x1 =
q1
q2

, y1 = 2q32 − 2q1q2 + q2p1 + 2t2q2,

x2 =
1

q2
, y2 = 2q52 − 6q1q

3
2 + 2q21q2 − q1q2p1 − q22p2 − 2t2q1q2 − 2t1q

2
2 − (α1 − 2α2)q2.

(3)

このとき，次が成り立つ．

Theorem 3.1 正準変換 (2), (3) の下で，正則性を持つ多項式 Hamiltonianは一意に決まり，それは

次の Hamiltonianである.

1. The case of G(2,3)

The Hamiltonian H1 for t1-flow.

H1 =
1

(1 + 3h+ 2α1 + 2α3)t1
{q22p22 +

1

2
q1q2p1 +

1

2
q22p2 − ηt12q1p2

+ (1 + h+ 2α1 − α2 + 2α3)q2p2 +
1

2
α1q2 − ηt1(p1 − t2p2)}.

(4)

The Hamiltonian H2 for t2-flow.

H2 =
1

(1 + 3h+ 2α1 + 2α3)
{−1

2
q21p1 −

1

2
q1q2p2 + 2q2p1p2 + q1p

2
1 +

1

2
t2q1p1 +

1

2
q2p1 − t2p

2
1

− 1

2
α1q1 + (1 + h+ 2α1 − α2 + 2α3)p1 + ηt1p2}.

(5)



2. The case of G(5)

The Hamiltonian H1 for t1-flow.

H1 =
1

(3h+ 2α1 − 2α2)
{2q1q2p1 + q2p

2
1 + 2q22p2 − 2q1p2 + 2t2q2p1 + 2p1p2

+ 2α1q2 + 2t1p1 + 2t2p2}.
(6)

The Hamiltonian H2 for t2-flow.

H2 =
1

(3h+ 2α1 − 2α2)
{q22p21 + 2q21p1 + 2q1q2p2 − q1p

2
1 + 2q2p1p2 + 2t1q2p1 + 2t2q2p2

− t2p
2
1 + p22 + 2α1q1 − 2t22p1 + 2t1p2}.

(7)

Proof. Hamiltonianを一意に決定するための方法は数式処理ソフトMathematicaによる具体的

な計算によるものである．

その際，非可換変数 q1, q2, p1, p2 と x1, x2, y1, y2 に関して，q = qi, p = pj の逆数について

pq−1 − q−1p = hq−2, p−1q − qp−1 = hp−2

のような公式を用いて計算を行っている．

このようにして得られた各 Hamiltonian (4)～(7) を持つ Hamilton 系を 2変数量子 Garnier 系

と呼ぶ．また各場合において，次が成り立つ．

Theorem 3.2 得られた Hamiltonian H1,H2 の t-flowと s-flowは可換（Frobenius完全積分可能）

である．

古典的に可換（ポアソン可換）な式から量子的に可換な式を得ることは一般には非自明である．今

回は「正則性」という条件を課すことによってうまくいった．この結果は，正則性が「よい量子化」

であることの一つの根拠となっている．

4 τ 関数の量子化

Okamotoは，ハミルトニアンを対数関数微分として与える量として次のように τ 関数を定義した．

H =
d

dt
log τ =

τ ′
τ

この τ 関数が Painlevé方程式にとって非常に重要な関数であり，双線形方程式を満たすことや正則

性を持つことなど良い性質が知られている．

同様に，量子系においても，良い性質を持つ τ 関数が導入できると期待される．量子系における良い

性質を持つ τ 関数の導入を目指し，次のようなものを考える．



Definition 4.1 (Kuroki) τ 関数の量子類似を次のように定義する．

si(ai) = −ai, si(a±1) = ai±1 + ai

si(f±1) = fi±1 ±
ai
fi

si(τj) = τj (i ̸= j), sj(τj) = fj
τj−1τj+1

τj
(i = j)

π(aj) = aj+1, π(fi) = fi+1, π(τj) = τj+1

τiaj = (aj − δijh)τi

Remark 4.2 (Kuroki) ただし，次のことに注意しておく．

• q, p（もしくは fi）と αi, τj は可換

• αi は互いに可換

• τj は互いに可換

• q, pは非可換（[q, p] = h）

• αi と τj は非可換（τiaj = (aj − δijh)τi）

このとき，例として τ 関数へのWeyl群作用を次のように計算する．

s2s1s0(τ0) = s2s1(f0
τ1τ2
τ0

)

= s2((f0 −
α1

f1
)f1

τ0τ2
τ1

τ2
τ0

)

= s2((f0f1 − α1)
τ22
τ1

)

= {(f0f2 + α2)(f1f2 − α2)− (α1 + α2)f
2
2 }

τ20 τ1
τ22

以上のように計算を行うことにより一般に，

w(τi) = (f の多項式)τa0 τ
b
1τ

c
2

のように書ける．

ここで， 
f0 = q − p+ t

f1 = −q

f2 = p

として，変数 q, pで表すと次のことが予想される．

Conjecture 4.3 (Yamada) τ 関数への次のようなWeyl群の作用が定義される．

w(τi) = ϕm,n(q, p)

2∏
k=0

τνk

k

ただし，ϕm,n(q, p)は，(q, p)の非可換多項式である．



このとき，ϕm,n(q, p)は次の量子高野 chartでも，また多項式になる．

q = ay1 − x1y
2
1 , p = 1

y1
, τ1 = yτ1

q = 1
x2

, p = −bx2 − x2
2y, τ2 = xτ2

q = 1
x0

, p = − 1
x0

+ t− cx0 − x2
0y0, τ0 = xτ0

さらに，この正則性により ϕm,n(q, p)は規格化を除いて一意に決まる．

上記の事柄について，各 Painlevé II方程式から Painlevé VI方程式についての計算を行なっている

（上は Painlevé IV方程式の例である）．目標は以下である．

• 一般の場合についての証明

• 古典の場合で成り立っている Jacobi-Trudi 型明示公式の量子類似の構築

5 Conclusions

本稿では，正則性による 2変数量子Garnier系の構築とその特徴付けについての報告を行った．得

られた結果の拡張の方向としては次のようなものが考えられる．

• KZ方程式との比較

共形場理論の観点からは，KZ方程式が量子 Garnier系であると考えられている [8, 9]．それ

と今回の結果との比較することは興味深い．

• Sasanoにより構築された Sasano系の量子化

Sasano系は Takano理論を拡張し，正則性を持つ Hamiltonian系として作られた方程式であ

る [14, 17]．特に，Dn 型の対称性を持つ方程式のシリーズは，Painlevé V,VI型方程式の拡

張となっている．

• 2変数量子 Garnier系を多変数の場合についての一般化

古典の場合，n変数 Garnier 系についての初期値空間の理論については Kimura によって構

成されている．これをもとにして，一般の n変数量子 Garnier 系の構築と正準変換の理論の

量子版の構築を目指す．
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