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概要
Andersen, Kashaev によって構築された一般化された位相的場の理論において，3次元多様体
の量子不変量が与えられる．閉 3 次元多様体内の双曲結び目の補空間に対して，この不変量に関
する体積予想に類似の予想が提唱されている．著者は先行研究では調べられていない結び目 73

に対して，体積予想に類似の定理を証明した．

1 導入
位相的場の理論 (Topological Quantum Field Theory, TQFT)とは, Atiyah, Segal, Wittenの公

理を満たす理論のことで, 境界つき多様体のなす圏から環上の加群のなす圏への関手のことである.

TQFTの例として, Jones-Witten理論が知られている [1]. これは底空間をコンパクトな 3次元多様
体とする主 SU(2)束に対して, Chern-Simons汎関数を用いて表される経路積分, もしくは分配関数
が底空間の位相不変量を与えるという理論である. このような経路積分によって表されるような位相
不変量を量子不変量と呼ぶ.

さらに, Jones-Witten 理論で得られる量子不変量と関連して, 体積予想が知られている [2, 3]. こ
れは S3 内の双曲結び目の色付き Jones多項式の漸近展開に, 結び目補空間の双曲体積が現れるとい
う予想であり, いくつかの双曲結び目に対して, その成立が証明されているが, 完全には解決されてい
ない．この予想はトポロジーと双曲幾何の密接な関係性を示している.

一方, SU(2)等とは異なり, 構造群がコンパクトでないような Chern-Simons 理論については, 解
析が難しく, 十分な理解が得られていない. Andersen, Kashaevは量子 Teichmüller 理論を用いるこ
とで, 構造群が SL(2,C)で与えられる Chern-Simons理論に対応することが期待される拡張された
TQFTを構成した [4]. 四面体の貼り合わせの組み合わせ構造と, 四面体の正の面角の構造が与えられ
た向き付けられた境界つき擬 3次元多様体 (oriented triangulated shaped pseudo 3-manifolds) を
射とし, 対象を 2次元の三角形分割された曲面とするような圏から, 対象を有限集合, 射を緩増加超関
数とするような圏への関手の族を定める. ただし, 圏全体ではなく, 射の合成が定義できる categroid

上に制限した関手である. 特に頂点に全順序を入れた四面体に対しては, Faddeevの量子二重対数関
数 Φb や Dirac のデルタ超関数を用いて緩増加超関数が定められる. Andersen,Kashaev の TQFT
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から得られる分配関数 Zℏ に対しても, その論文内で体積予想に類似の一連の予想が提唱されている.

この予想に関して, (S3, 41), (S
3, 52)に対しては, 四面体分割の任意性を除いて証明されている. さ

らに S3 内の twist knotに対しては, 後述する Andersen-Kashaev の TQFT の定義で用いられるパ
ラメータについて b > 0の条件下で, 四面体分割の任意性を除き, 定式化し直した形で証明されてい
る [5].

2 Andersen-Kashaevの Teichmüller TQFTについて
本節は, Andersen, Kashaevの Teichmüller TQFT [4]の結果をまとめたものである.

2.1 oriented triangulated pseudo 3-manifolds

R3 内の有限個の標準 3単体のコピーの非交和を考える. それぞれの単体は全順序の頂点を持つと
する. 頂点の順序は, 辺の向きを誘導する. この非交和のいくつかの余次元 1の面の組みを頂点の順
序を保ち, 向きを逆にするアフィン同相写像によって貼り合わせ, 同一視する. この同一視による商空
間X は向き付けられた辺を持つ CW複体であり, oriented triangulated pseudo 3-manifoldと呼ぶ.

i ∈ {0, 1, 2, 3}に対して, ∆i(X)によって, X の i次元の胞体を表す. 任意の i > j に対して,

∆j
i (X) = {(a, b) | a ∈ ∆i(X), b ∈ ∆j(a)}

と定める. また自然な写像を

ϕi,j : ∆
j
i (X) → ∆i(X), ϕi,j : ∆j

i (X) → ∆j(X)

と定める. また, 標準的な境界写像

∂i : ∆j(X) → ∆j−1(X), 0 ≤ i ≤ j

を, 順序付けられた頂点 v0, v1, . . . , vj を持つ R3 内の j 次元の単体 S = [v0, v1, . . . , vj ]に対して,

∂iS = [v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vj ], i ∈ {0, . . . , j}

となるように定める.

2.2 Shaped 3-manifolds

X を oriented triangulated pseudo 3-manifold とする.

定義 1 X 上の shape structure とは, 各四面体の各辺に対する面角と呼ばれる正の実数への割り
当て

αX : ∆1
3(X) → R+

であって, 各四面体の各頂点から出る 3つの辺における面角の和が πとなるようなもののことである.

shape structureを持つ oriented triangulated pseudo 3-manifoldは, shaped pseudo 3-manifold

と呼ばれる. X 上の shape structureの集合を S(X)とする.



定義 1より, 任意の四面体に対して, 反対側の辺同士の面角は等しくなる. 従って, 各四面体には, 反
対側の辺の 3組に対して, 和が π となる 3つの面角が付随する.

定義 2 X上の各 shape structureに対して, weight関数

wX : ∆1(X) → R+

を X の各辺 e に対して, その周りの面角の和を対応させることで定義する. すなわち, 任意の
e ∈ ∆1(X)に対して,

wX(e) =
∑

a∈(ϕ3,1)−1(e)

αX(a)

と定める.

定義 3 shaped pseudo 3-manifold X の辺 e は, X の内部にあり, かつ wX(e) = 2π であるとき,

balancedと呼ぶ. balancedでない辺は, unbalancedと呼ぶ. ある shaped pseudo 3-manifold X の
全ての辺が balancedであるとき, X は, fully balancedであると言う.

2.3 四面体の反対側の辺の組の集合に対する Z/3Z作用について
X を oriented triangulated pseudo 3-manifold とする. X 上の向きが, 各四面体の各頂点から伸
びる 3つの辺に巡回的な順序を与える. さらに, この巡回順序は, 四面体の反対側の辺の組からなる
集合に対しても, 巡回順序を誘導する. 全ての四面体の反対側の辺の組からなる集合を∆

1/p
3 (X)とす

る. ∆
1/p
3 (X)は ∆1

3(X)に対して, 全ての四面体の反対側の辺の組によって生成された同値関係によ
る商集合であり, 対応する商写像を

p : ∆1
3(X) → ∆

1/p
3 (X)

とする. 歪対称な関数

ϵa,b ∈ {0,±1}, ϵa,b = −ϵb,a, a, b ∈ ∆
1/p
3 (X)

を a, bが存在する四面体が異なるとき ϵa,b = 0とし, a, bが存在する四面体が一致し, 巡回順序の下
で aが bより先行するときに ϵa,b = 1とする.

2.4 leveled shaped 3-manifolds

定義 4 leveled shaped 3-manifold とは, shaped pseudo 3-manifold X と level と呼ばれる実数
lX ∈ R からなる組 (X, lX)のことである. LS(X)で, X 上の全ての leveled shaped structureの集
合を表すことにする.

定義 5 2つの leveled shaped pseudo 3-manifold(X, lX)と (Y, lY )はX と Y の胞体構造のある同
型写像

h : X → Y



と, ある関数
g : ∆1(X) → R

で以下の条件を満たすものが存在するとき, ゲージ同値であるという.

∆1(∂1(X)) ⊂ g−1(0)

αY (h(a)) = αX(a) + π
∑

b∈∆1
3(X)

ϵp(a),p(b)g(ϕ
3,1(b)), ∀a ∈ ∆1

3(X)

lY = lX +
∑

e∈∆1(X)

g(e)
∑

a∈(ϕ3,1)−1(e)

(
1

3
− αX(a)

π

)

辺上の weightは, X と Y がゲージ同値であるとき

wX = wY ◦ h

が成り立つことが示されるため, ゲージ不変であるという.

定義 6 pseudo 3-manifold X上の 2つの leveld shape structure(αX , lX)と (α′
X , l′X)は, 定義 5に

おいて, h : X → X を恒等写像として, ゲージ同値であるとき, basedゲージ同値という.

leveled shaped pseudo 3-manifolds 上の (based) ゲージ同値関係は, level を忘れた写像のもとで,

shaped pseudo 3-manifolds 上の (based)ゲージ同値関係を誘導する. X 上の based leveled shape

structureのゲージ同値類の集合を LSr(X), X 上の based shape stuctureのゲージ同値類の集合を
Sr(X)とする.

2.5 3-2 Pachner move

X を shaped pseudo 3-manifoldとする. eを 3つの異なる四面体 t1, t2, t3 によって共有されるX

の balancedな辺とする. S を四面体 t1, t2, t3 からなる X の shaped pseudo 3-submanifoldとする.

S には, 2つの四面体 t4, t5 からなる別の三角形分割 Se が存在し, ∂S と ∂Se の三角形分割が一致す
るようにすることができる. これは辺 eを取り除くことで得られ ∆1(Se) = ∆1(S)\eとなる (図 1).

さらに Se 上には S 上の shape structureが誘導する weightと同じ weightを誘導する唯一の shape

structureが存在する. ti の面角を (αi, βi, γi)とすると (i = 1, 2, 3に対し, αi を eにおける面角とす
る), 以下の関係式が成立する.

α4 = β2 + γ1, α5 = β1 + γ2

β4 = β1 + γ3, β5 = β3 + γ1

γ4 = β3 + γ2, γ5 = β2 + γ3

定義 7 ある shaped pseudo 3-manifold Y は, S を Se に置き換えることで X から得られるとき,

X から, eに沿って shaped 3-2 Pachner moveによって得られると言う.



図 1 3-2 Pachner move

leveled shaped pseudo 3-manifold (Y, lY )は, leveled shaped pseudo 3-manifold (X, lX)から以下
の条件を満たすように得られるとき, leveled shaped 3-2 Pachner move によって得られるという.

その条件は, Y = Xe となる e ∈ ∆1(X)があり,

lY = lX +
1

12

∑
a∈(ϕ3,1)−1(e)

∑
b∈∆1

3(X)

ϵp(a),p(b)αX(b)

となることである.

この作用は, levelに依存する不変量が, leveled shaped 3-2 Pachner move に対して不変であるよ
うに定められている.

定義 8 ある (leveled) shaped pseudo 3-manifold Xは, 以下の条件を満たすとき, (leveled) shaped

pseudo 3-manifold Y の Pachner refinement と呼ぶ. その条件とは, (leveled) shaped pseudo

3-manifoldの有限列
X = X1, X2, . . . , Xn = Y

で, 任意の i ∈ {1, . . . , n − 1}に対し, Xi+1 が Xi から (leveled) shaped 3-2 Pachner move によっ
て得られるようなものが存在することである. 2つの (leveled) shaped pseudo 3-manifold X, Y は,

X と Y の Pachner refinement X ′, Y ′ でX ′, Y ′ がゲージ同値であるようなものが存在するとき, 同
値であると言う.

定義 9 oriented triangulated pseudo 3-manifoldは,

Sr(X) ̸= ∅

かつ
H2(X −∆0(X),Z) = 0

を満たすとき, admissibleであるという.

定義 10 2 つの admissible (leveled) shaped pseudo 3-manifold X と Y は X と Y の Pachner

refinement である (leveled) shaped pseudo 3-manifold X ′,Y ′ のゲージ同値 h′ : X ′ → Y ′ で、以下
の条件を満たすようなものが存在するとき、admissibly equivalentという.

∆1(X
′) = ∆1(X) ∪DX , ∆1(Y

′) = ∆1(Y ) ∪DY



かつ
h′(Sr(X

′) ∩ Ω̃X′,r(DX)−1(2π)) ∩ Ω̃Y ′,r(DY )
−1(2π) ̸= ∅.

2.6 categroid

定義 11 categroid C は対象の族 Obj(C)と Obj(C)の任意の 2つの対象 A, B の組に対する射の集
合 HomC(A,B)で次の 2つの性質を満たすものから構成される.

1. 任意の 3つの対象 A, B, C ∈ Obj(C)に対して合成可能な射と呼ばれる部分集合

KC
A,B,C ⊂ HomC(A,B)×HomC(B,C)

と射の合成が結合的になるような合成写像

◦ : KC
A,B,C → HomC(A,C)

が存在する.

2. 任意の対象 A ∈ Obj(C)に対して, 任意の射 f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,A)と合成可能な
恒等射 idA ∈ HomC(A,A)が存在し,

idA ◦ f = f かつ　 g ◦ idA = g

を満たす.

2.7 admissible leveled shaped pseudo 3-manifold の categroidについて
leveled shaped pseudo 3-manifoldの同値類は, コボルディズムのなす圏 B の射をなし, 対象が三

角形分割された曲面で, 射の合成は辺の向きを保ち, 面の向きを逆にする CW-同相写像によって境界
の対応する部分を貼り合わせることで, 面角の明らかな合成と levelの和を伴うものである. 境界の分
割の仕方によって, 同一の leveled shaped pseudo 3-manifoldであっても, B の異なる射と解釈され
得るが, 以下に述べるような標準的な境界の分割の仕方がある.

順序付けられた頂点 v0, v1, v2, v3 を持つ R3 内の四面体 T = [v0, v1, v2, v3]に対して, その符号を

sign(T ) = sign(det(v1 − v0, v2 − v0, v3 − v0))

とし, 面の符号を
sign(∂iT ) = (−1)isign(T ), i ∈ 0, . . . , 3

と定める.

pseudo 3-manifold X に対して, X を構成する四面体の面の符号は, X の境界の面上に次の符号関
数を誘導する.

signX : ∆2(∂X) → {±1}

この符号関数は, X の境界を等しい個数の三角形からなる 2つの成分に分解する. 以下では, leveld

shaped pseudo 3-manifold X（の同値類)は,対象 ∂−X, ∂+X 間の B 射だとみなす.つまり,

X ∈ HomB(∂−X, ∂+X).



Andersen,Kashaev の TQFTは, 圏 B 全体全体では定義されず, admissibleな射の admissibeな
同値類のなす sub-categroid上で定義される.

定義 12 admissible な leveld shaped pseudo 3-manifold たちのなす categroid Ba は, leveled

shaped pseudo 3-manifold のなす圏の sub-categroid であって, 射が admissible な leveled shaped

pseudo 3-manifoldの admissibleな同値類からなるものである. この sub-categroid における合成写
像は圏 B から誘導され, 合成可能な射は

KBa

A,B,C = {(X1, X2) ∈ HomBa
(A,B)×HomBa

(B,C) | H2(X1 ◦X2 −∆0(X1 ◦X2),Z) = 0}

である.

2.8 TQFT関手
Andersen, Kashaevの TQFTは, admissible leveled shaped pseudo 3-manifoldからなるコボル
ディズムのなす categroid Baから,後述する緩増加超関数のなす categroid Dへの関手の族 {Fℏ}ℏ∈R

を構成したものである.

(複素)緩増加超関数のなす空間 S ′(Rn)は, (複素) Schwartz空間 S(Rn)上の連続線型汎関数のなす
空間であった.

定義 13 categroid D は, 対象として有限集合をもち, 2つの有限集合 n, m に対して, nから mへ
の射の集合は,

HomD(n,m) = S ′(Rn⊔m)

である.

L(S(Rn),S ′(Rm))で, S(Rn) から, S ′(Rm)への連続な線型写像のなす空間を表す.

任意の ϕ ∈ L(S(Rn), S′(Rm)), f ∈ S(Rn), g ∈ S(Rm)に対して,

ϕ(f)(g) = ϕ̃(f ⊗ g)

で定義される同型写像
·̃ : L(S(Rn),S ′(Rm)) → S ′(Rn⊔m) (1)

が存在する.

任意の A ∈ L(S(Rn),S ′(Rm)) に対して, 次のように定義される唯一の随伴 A∗ ∈
L(S(Rm),S ′(Rn))が存在する.

任意の f ∈ S(Rm), g ∈ S(Rn)に対して,

A∗(f)(g) = A(g)(f)

定義 14 関手 F : Ba → D は,
F (X∗) = F (X)∗

となるとき ∗−関手と呼ばれる. ここで X∗ は X に X と反対の向きを入れたもの,F (X)∗ は F (X)

の双対写像である.



Andersen-Kashaevの TQFTにおける関手を構成するのに重要な役割を果たすのが, Faddeevの量
子二重対数関数 [6] である.

定義 15 Faddeev の量子二重対数関数は, |ℑz| < 1
2 |b + b−1|で定義される 2つの複素変数 z, bを

引数とする関数
Φb(z) := exp

(∫
C

e−2izwdw

4 sinhwb sinh (wb )w

)
である. ここで, C は, 実軸に沿って進み, 原点の近傍で上半平面へ逸れ、関数方程式

Φb(z − ib±1/2) = (1 + e2πb
±1z)Φb(z + ib±1/2)

によって, z ∈ C上の有理関数へ拡張する。

Φb(z)は,
ℏ := (b+ b−1)−2

によって定義される ℏを通じてのみ, bに依存する.

定理 16（Andersen, Kashaev） 任意の ℏ ∈ R+ に対して, 以下の条件を満たす唯一の ∗−関手が存在
する.

任意の A ∈ ObBa に対して, Fℏ(A) = ∆2(A)であり, 任意の admissibly leveled shaped pseudo

3-manifold (X, lX)に対して, D における対応する射は,

Fℏ(X, lX) = Zℏ(X)eiπ
lX
4ℏ ∈ S ′(R∆2(∂X))

となる.ここで, Zℏ(X)は, sign(T ) = 1となる四面体 T に対して,

Zℏ(T )(x) = δ(x0 + x2 − x1)
exp

(
2πi(x3 − x2)(x0 +

α3

2i
√
ℏ ) + πiφT

4ℏ

)
Φb

(
x3 − x2 +

1−α1

2i
√
ℏ

)
となるように定められる. ここで, δ(t)は Diracのデルタ関数であり,

φT := α1α3 +
α1 − α3

3
− 2ℏ+ 1

6
, αi :=

1

π
αT (∂0∂iT ), i ∈ {1, 2, 3},

xi := x(∂i(T )), x : ∆2(∂T ) → R.

Zℏ(X)や Zℏ(T )を分配関数と呼ぶ. admissible pseudo 3-manifold X に対して, Andersen-Kashaev

の TQFT 関手は, 次の well-definedな関数を与える.

Fℏ : LSr(X) → S ′(R∂X).

∂X = ∅のとき, S ′(R∂X) = Cであり, この場合は LSr(X)上の複素数値関数を得る.特に, 任意の
fully balanced admissible leveled shaped 3-manifold上の関手 Fℏ の値は, 複素数であり, これは, 2

つの fully balanced admissible leveled shaped 3-manifold が admissibly equivalent ならば, Fℏ は,

これらに同一の複素数を割り当てるという意味の下で, 位相不変量である. 以下の節では, bを

ℏ :=
(
b+ b−1

)−2 ∈ R+

となるようにとる.



2.9 one vertex H-triangulation

(M,K)を向き付けられた閉 3次元多様体M とM に含まれる結び目 K の組とする. (M,K)の
one vertex H-triangulation とは, 頂点の数が 1で, 結び目 K を表す 1 つの 辺を伴う四面体分割の
ことである.

2.10 記法
oriented triangulated pseudo 3-manifold X を，それを構成する頂点が 0, 1, 2, 3 で順序付けら
れた T1, · · · , TN の N 個の四面体と辺の向きを保つ面間の貼り合わせによる同値関係 ∼ を用いて
X = (T1, . . . , TN ,∼) と表すことにする. X 上の shape structure S(X)に対応する集合SX を

SX :=

{
αX = (2πa1, 2πb1, 2πc1, . . . , 2πaN , 2πbN , 2πcN ) ∈ (0, π)3N | ∀k ∈ {1, . . . , N}, ak + bk + ck =

1

2

}
と表し, SX も shape structureと呼ぶ.

ここで 2πak(各々 2πbk, 2πck) は, 四面体 Tk の辺 −→
01 (各々 −→

02,
−→
03 ) とその反対側の辺上の面角の

値を表す.

ak, bk, ck が [0, 1
2 ]に値を持つような SX の閉包をSX と表し, weight関数についても、拡張して

考える.

X 上の fully balanced な shape structure を angle structure と呼び AX := {αX ∈ SX | ∀e ∈
∆1(X), wX(e) = 2π} で定め, X 上の拡張された angle structure を AX := {αX ∈ SX | ∀e ∈
∆1(X), wX(e) = 2π}で定める.

shaped pseudo 3-manifold を根底となる oriented triangulated pseudo 3-manifold X と shape

structure αX ∈ SX の組 (X,αX) として表すこともある. (X,αX) 上の weight 関数を wX,αX
と

表す.

3 主定理
著者は, S3 内の結び目 73 に対して, 条件 b > 0の下で, 以下の定式化し直した定理を証明した [7].

定理 17（主定理） S3 に含まれる双曲結び目 73 に対して, R>0 × C 上の以下の性質を満たす関数
JS3,73(ℏ, x)が存在する.

(1) S3 内の結び目 73 の補空間のある理想四面体分割 X と X 上の任意の angle structure

αX ∈ AX に対して, ゲージ不変な面角 に関する実線形結合 λ(αX), µ(αX)と, (ゲージ不変とは限ら
ない)面角に関する実２次多項式 ϕ(αX)で, 次式が成立するようなものが存在する.

Zℏ(X,αX) = ei
ϕ(αX )

ℏ

∫
R+ iµ(αX )√

ℏ

JS3,73(ℏ, x)e
− xλ(αX )√

ℏ dx

(2) (S3, 73) のある one vertex H-triangulation Y に対して, 結び目 73 を表す辺 K⃗ を含む四面
体を Z とする. 全ての b > 0, wY,τ が辺 K⃗ 上で 0 で, その他の辺上で 2π となるような全ての



τ ∈ SZ × SY \Z に対して, 面角に関する実２次多項式 φ(τ) で, 次式が成立するようなものが存在
する.

lim
αY →τ,αY ∈SY

Φb

(
π − wY,αY

(K⃗)

2πi
√
ℏ

)
Zℏ(Y, αY ) = ei

φ(τ)
ℏ −i π

12 JS3,73(ℏ, 0)

(3) S3 内の結び目 73 の補空間の双曲体積は, 以下の極限によって得られる.

lim
ℏ→0+

2πℏ log |JS3,73(ℏ, 0)| = −Vol(S3\73)

4 主定理の証明の概略
証明の方針は, [5] と同様の方針で行い以下に述べる. まず, S3 内に埋め込まれた結び目 73 に対し

て, 結び目を 1つの四面体の 1辺とする S3 の one vertex H-triangulation を求め, 次にその結び目
を 1点に潰すことで補空間 S3\73 の理想四面体分割を求める. このようにして得られた四面体分割
に対して, 分配関数の計算を行う. この計算結果により, 定理 17(1), (2)の成立が示される. さらに,

上述で求めた補空間の理想四面体分割に, 完備双曲計量に対応するような面角の構造を与えることが
できる幾何性を証明する. 一方, 関数 JS3,73 は, 積分経路が angle structureの元でパラメータ付けら
れた積分で表されるが, 特に, angle structureの元として, この完備双曲計量に対応する面角を選び,

JS3,73 を古典二重対数関数を用いた積分と比較して評価することで, 定理 17(3)が証明される. さら
に, [7]の付録では, 鞍点法を用いた近似計算によっても, 定理 17(3)の成立を確かめた.
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