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概要
　ビリヤード系では, 二次元領域内で直進し境界に達すると入射角と反射角が等しくなるよう
に向きを変えるような質点 (ボール) の運動について取り扱う. この系において, ボールが境界と
衝突する点とその向きを, その次に衝突する点とその向きに写すような写像を考えると, これは面
積保存写像となる. 本稿では, Aubry-Mather 理論の結果をビリヤード系に適用することで, ビ
リヤード系の不変曲線が存在しないための十分条件を与える.

1 導入
本節では, ビリヤード系およびより一般的な面積保存ツイスト写像について紹介する.

1.1 ビリヤード系
まず, ビリヤード系について紹介する.

固定された二次元領域 D ⊂ R2 とその中を動く質点を考える. 質点は領域 D 内では摩擦力がゼロ
のまま一定の速度で直進し, 境界では弾性衝突するとする. このとき, 質点は入射角と反射角が等しく
なるように進行方向を変えて, また直進を始める. このようなルールで動く質点の軌道について考え
ることにする.

ビリヤードの軌道を考える際は, 境界における衝突位置と衝突直後の進行方向がわかれば十分であ
る. このことから, ビリヤード系を扱う際には境界をなす曲線の弧長パラメータと反射角を座標にと
ることが多い. 曲線 γ = ∂D の弧長パラメータを sとし, 衝突点における γ の接線と衝突直後の進行
方向のなす角を αとして, w = − cosαとする. (α ∈ (0, π)であるから, αと w は一対一対応する.)

さて, 先ほどのビリヤードの運動によって, 衝突前のパラメータを衝突後のパラメータに写す写像
T : (s, w) 7→ (s′, w′)が定まる. この写像 T をビリヤード写像といい, ビリヤード写像によって定ま
る力学系をビリヤード系という. 特に γ が周長 Lの閉曲線のとき, T は (R/LZ) × [−1, 1]上の写像
になる. (w = 1および w = −1については, T が w について連続になるように拡張する.)

特に命題 1の証明から, 次のことがわかる:

実数 s, s′ に対して関数 h : R2 → Rを h(s, s′) = −|γ(s)− γ(s′)|とおく. ある w,w′ ∈ (−1, 1)が



図 1 ビリヤード系

存在してビリヤード写像により T (s, w) = (s′, w′)という関係が成り立てば,

∂h

∂s
= cosα = −w,

∂h

∂s′
= − cosα′ = w′

である.

1.2 面積保存ツイスト写像
ここで, 面積保存ツイスト写像について述べておく. 本節および次節の詳細については [3] §7を参
照してほしい.

S× [a, b]上の写像 ϕ(x, y) = (X,Y )が, dx∧ dy = dX ∧ dY を満たすとき, ϕは面積保存写像であ
るという. さらに,

∂X

∂y
> 0であるとき, ϕはツイスト条件を満たすという.

面積保存ツイスト写像 ϕ(x, y) = (X,Y )について, x,X を独立変数と見たときに. 関数 h(x,X)で

∂h

∂x
= −y,

∂h

∂X
= Y

を満たすもの hを ϕの母関数という.

さて, 有限の長さの点列 (xj , · · · , xk)について, 作用 H を ϕの母関数 hを用いて

H(xj , · · · , xk) =

k−1∑
i=j

h(xi, xi+1)

と定める. もしもこの点列が H の”停留点”, つまりすべての i ∈ {j + 1, · · · , k − 1}について

∂H

∂xi
= D2h(xi−1, xi) +D1h(xi, xi+1) = 0 (1)

を満たすものであれば, yi = −D1h(xi, xi+1) とおくと yi+1 = −D1h(xi+1, xi+2) = D2h(xi, xi+1)

より ϕ(xi, yi) = (xi+1, yi+1)となる. すなわち, H の”停留点”を求めることができればそこを通る ϕ

の軌道を復元することができる.

特に, (xj , · · · , xk)が H を両端点を固定した下での”最小点”であるとき, つまり任意の x∗
i ∈ Sに

ついて
H(xj , xj+1, · · · , xk−1, xk) ≤ H(xj , x

∗
j+1, · · · , x∗

k−1, xk) (2)

が成り立つとき, 点列は自然に”停留点”になるので, やはりその点列を通る ϕの軌道を復元できる.



以上の話は, 可算無限の長さの点列 {xi}i∈Z について拡張することができる. ただし, 無限列につ
いての H の”停留点”は {xi}i∈Z から有限の長さの部分列 (xj , · · · , xk)を任意に選んできたときに式
(1)が成り立つものとし, H の”最小点”は有限の長さの部分列 (xj , · · · , xk)を任意に選んできたとき
に式 (2)が成り立つものとする.

さて, ビリヤード系に話を戻そう. 実は, 先ほど定義したビリヤード写像 T は面積保存ツイスト写
像であることが知られている.

命題 1. ビリヤード写像 T : (s, w) 7→ (s′, w′)は面積保存写像である. つまり, dw′ ∧ ds′ = dw ∧ ds

が成り立つ.

Proof. ビリヤード写像 T によって T (s, w) = (s′, w′) と反射し, w = − cosα,w = − cosα′ である
とする. h(s, s′) = −|γ(s)− γ(s′)|とおくと, h(s, s′)2 = (γ(s)− γ(s′))2 なので, sで偏微分すれば

2h(s, s′)
∂h

∂s
= 2(γ(s)− γ(s′)) · γ′(s)

ここで, sは弧長パラメータなので, γ′(s)は γ(s)における単位接ベクトルであるから,

(γ(s)− γ(s′)) · γ′(s) = −|γ(s)− γ(s′)| cosα = h(s, s′) cosα

である. よって,
∂h

∂s
= cosα = −w が成り立つ.

また, s′ で偏微分したときも同様にすれば ∂h

∂s′
= − cosα′ = w′ が求まる.

以上から, h(s, s′)について全微分をとると,

dh =
∂h

∂s
ds+

∂h

∂s′
ds′ = −wds+ w′ds′

であり, 0 = d2h = −dw ∧ ds+ dw′ ∧ ds′ である.

命題 2. 領域Dが狭義凸であって境界 γ がなめらかな閉曲線であるとする. このとき, ビリヤード写
像 T : (s, w) 7→ (s′, w′)はツイスト条件 ds′

dw
> 0を満たす.

Proof. γ(s)を原点とし, γ′(s)が x軸になるように直交座標系を取る. γ(s′) = (x(s′), y(s′))とする
と, x(s′) = −h(s, s′) cosα = h(s, s′)w である. 両辺を w で偏微分すれば,

dx

ds′
∂s′

∂w
=

∂h

∂s′
∂s′

∂w
w + h(s, s′) = − ∂h

∂s′
∂s′

∂w
cosα+ h(s, s′).

ここで,
∂h

∂s′
= − cosα′ であり, また γ′(s′)が x軸方向となす角は α+ α′ と書けることから,

∂s′

∂w
cos(α+ α′) =

∂s′

∂w
cosα cosα′ + h(s, s′).

α, α′in(0, π)より cos(α+ α′)−cosα cosα′ = − sinα sinα′ < 0であるから, h(s, s′) = −|γ(s′)| < 0

より,
∂s′

∂w
= − h(s, s′)

sinα sinα′ > 0.



命題 1の証明から, ビリヤード写像 T の母関数は証明中の h(s, s′), つまり質点が次に反射するま
でに移動する距離の −1倍であることがわかる.

1.3 不変曲線
写像 ϕ : S× [−1, 1] → S× [−1, 1]に対して, 曲線 C が S×{0}とホモトピックであって ϕ(C) = C

となるとき, C を ϕの不変曲線と呼ぶ. すなわち, 不変曲線とは ϕで不変な集合であってアニュラス
S× [−1, 1]を右から左へちょうど一周するような曲線である.

面積保存ツイスト写像に関して, 不変曲線の存在性を考える.

準備として, まず写像 f : S → Sを考える. f の持ち上げ f̃ : R → Rに関して

α(f) = lim
n→∞

f̃n(x)

n

は実は必ず存在し, しかも xによらないことが知られている. この α = α(f)を f の回転数という.

次に, S× [−1, 1]上の面積保存ツイスト写像 ϕ(x, y) = (X(x, y), Y (x, y))を考える. y を適当に固
定すると X(x, y) は S 上の写像になる. 特に写像 X(x,−1) の回転数を α0, X(x, 1) の回転数を α1

とする.

ϕの母関数を hとし, hにより定まる作用を H とする. 任意 α ∈ [α0, α1]について, Mα を
Mα = {(ξ, η) ∈ S× [−1, 1]|{xi}i∈Z : Hに関しての”最小点”, ξ = x0, η = −D1h(x0, x1)}

とする. 前節よりこのMα が ϕで不変であることは明らかである. さらにこの集合はリプシッツグラ
フであることが知られている.

逆に不変曲線 C が存在するときは,次のことが成り立つ.

定理 1 (Mather). C を S × [−1, 1]上を一周する ϕで不変な曲線とし, C 上への制限 ϕ|C の回転数
が αであるとする. このとき, C ⊂ Mα である. 特に αが無理数なら C = Mα となる.

Mather の定理の対偶から, もし H の”最小点”がなければ不変曲線が存在しないということがわ
かる.

ちなみに, ビリヤード写像の不変曲線は焦線というものに対応している. 焦線は領域 D の内側にあ
る閉曲線で, ビリヤードの質点の軌道が常に接し続けるようなものである. たとえば D が円のときは
焦線は同心円になり, 楕円のときは焦線は同じ焦点をもつ楕円になることが知られている.

焦線について, 次の Birkhoffの予想が知られている.

予想 1. (Birkhoff) 凸で境界がなめらかな領域について, 境界の近傍が焦線による葉層構造を持って
いるとする.　このとき, ビリヤード台は楕円である.

Birkhoffの予想に関する重要な結果は以下のようなものがある.

• Lazutkin (1973) [4] ビリヤード系を考える領域の境界が十分なめらかでかつその曲率が 0

にならない場合, 不変曲線は存在する.

• Mather (1982) [5] ビリヤード系を考える領域の境界上に曲率が 0 になる点が存在すれば,

不変曲線は存在しない.



• Hubacher (1987) [7] ビリヤード系を考える領域の境界上に曲率が不連続になる点が存在す
れば, 相空間の境界 (R/LZ)× {−1}の近傍に不変曲線は存在しない.

• Bialy (1993) [6] ビリヤード写像の相空間全体が不変曲線による葉層構造を持つとき, ビリ
ヤード系を考える領域は円である.

2 主定理
本節では, 主結果を紹介する.

2.1 設定
まず, ビリヤード系を考える領域を設定する.

関数 f(x) : R → Rを次の条件を満たす C2 級関数と仮定する.

f(x) > 0, f(x+ c) = f(x), L =

∫ c

0

√
1 + f ′(x̃)2dx̃.

ビリヤードを考える領域DをD = {(x, y)| − f(x) ≤ y ≤ f(x)} と定め, 図 2のようにボールが上側
の境界と下側の境界を交互に反射するようなケースを考える.

2.2 主定理
主定理は, この設定の下でビリヤード写像の不変曲線が存在しないための十分条件を与えるもので
ある.

(s, w)を弧長パラメータ s =

∫ x

0

√
1 + f ′(x̃)2dx̃とw = cosαの組としておく. ただし, α ∈ (0, π)

はボールの反射角である. x(ŝ) = x(s) + cとなる sと ŝを同一視することで, sを S = R/LZの元と
見なせば, ビリヤード写像 T は S× (−1, 1)上の写像 (s, w) 7→ (s′, w′)と考えることができる.

定理 2. 次の不等式を満たす x2 ∈ [0, c)が存在するとき, ビリヤード写像は相空間 S × (−1, 1)上に
不変曲線を持たない.

f ′′(x2)f(x2) + f ′(x2)
2 + 1 ≤ 0 (3)

図 2 関数 f(x)により定まるビリヤード系



注意 1. 不等式 (3)は
d2

dx2
f2(x2) ≤ −2

と書き換えることもできる.

証明の概略
h : R2 → R をビリヤード軌道の切片の長さとして定める.

h(s, s′) =
√

(x(s)− x(s′))2 + (f(x(s)) + f(x(s′)))2.

このとき, 以下の二つが容易に確認できる.

補題 1. ビリヤード写像 T : (s, w) 7→ (s′, w′)は面積形式 ω = ds ∧ dw を保存する. つまり,

ds ∧ dw = ds′ ∧ dw′

が成り立つ.

補題 2. ビリヤード写像 T : (s, w) 7→ (s′, w′)はツイスト条件

∂s′

∂w
> 0

を満たす.

特に, hはビリヤード写像 T の母関数になっている.

したがって, この hによって作用 H を 1.2節のように定めたとき, H の”最小点”が存在しなけれ
ばMatherの定理の対偶から不変曲線の非存在性が示せる.

任意に無限列 {si}i∈Z を取ってきたとき, ある部分列 (s1, s2, s3)は H について”最小点”でないこ
とを示す. そのためには, 両端固定の下で d2

ds22
H(s1, s2, s3) = D2

2h(s1, s2) +D2
1h(s2, s3) < 0がわか

ればよい.

実際に計算すると,

d2

ds22
H(s1, s2, s3) = ẋ2

2

f ′′(x2){f(x1) + f(x2)}
h(s1, s2)

+ ẋ2
2

f ′′(x2){f(x2) + f(x3)}
h(s2, s3)

+ sin2 α2

(
1

h(s1, s2)
+

1

h(s2, s3)

)
(ドットは sでの微分, プライムは xでの微分を表す.)

ここで, (x2, f(x2))における単位接ベクトルを (cosβ2, sinβ2)と表すことにすれば, いまビリヤー
ドの質点は y = 0を横切るように動いているので,

f(x2)

sin(α2 + β2)
< h(s1, s2),

f(x2)

sin(α2 − β2)
< h(s2, s3)



図 3 h(s1, s2)の不等式評価

したがって,

d2

ds22
H(s1, s2, s3) < ẋ2

2f ′′(x2) sin(α2 + β2) +
sin2 α2 sin(α2 + β2)

f(x2)

+ ẋ2
2f ′′(x2) sin(α2 − β2) +

sin2 α2 sin(α2 − β2)

f(x2)

= 2ẋ2
2f ′′(x2) sinα2 cosβ2 +

2 sin3 α2 cosβ2

f(x2)

=
2ẋ2

2 sinα2

f(x2)

(
f ′′(x2)f(x2) +

sin2 α2

ẋ2
2

)
仮定から ẋ2 = 1/

√
1 + f ′(x2)2 > 0, sinα2 > 0 および f(x) > 0であったので,

f ′′(x2)f(x2) + (1 + f ′(x2)
2) sin2 α2 ≤ 0

のとき d2

ds22
H(s1, s2, s3) < 0となる.

1 + f ′(x2)
2 > 0 かつ 0 < sin2 α2 ≤ 1より, もし f ′′(x2)f(x2) + f ′(x2)

2 + 1 ≤ 0を満たす x2 が
存在すれば, f ′′(x2)f(x2) + (1 + f ′(x2)

2) sin2 α2 ≤ 0となる.

ゆえに, 不等式 (3)が成り立てば不変曲線は存在しないことがわかる.

2.3 適用例: f(x) = A sin x+ dの場合
d > A ≥ 0として, f(x) = A sinx+ dにより定まるビリヤード系を考える.

A = 0のときは f(x) = dであり,任意の w ∈ (−1, 1)に対し Cw = {(s, w)|s ∈ S}は相空間上の
不変曲線となるため, 相空間全体が不変曲線による葉層構造を持つ.

では, A > 0のときはどうだろうか. f(x) = A sinx+dに対し, f ′(x) = A cosx, f ′′(x) = −A sinx

なので,

f ′′(x)f(x) + f ′(x)2 + 1 = 1 +A2 cos 2x− dA sinx = (1 + A2)− 2A2 sin2 x− dA sinx (4)

となる.

ここで, 任意の u ∈ [−1, 1] で −2A2u2 − dAu + (1 + A2) ≥ 0 が成り立つための必要十分条件は
d ∈

[
A2 − 1

A
,
1−A2

A

]
であるから, −2A2u2 − dAu + (1 + A2) < 0となる u ∈ [−1, 1]が存在する

のは d >
1−A2

A
または d <

A2 − 1

A
が成り立つときである.



仮定より d > A > 0なので, 主定理から不変曲線が存在しないための十分条件は d >
1−A2

A
, つ

まり A >
−d+

√
d2 + 4

2
である.

特に, A >
1√
2
であれば dにかかわらず不変曲線は存在しないことがわかる.

f(x) = A sinωx + dの場合も同様にして d >
1− ω2A2

ω2A
, つまり A >

−ωd+
√
ω2d2 + 4

2ω
のとき

不変曲線が存在せず, 特に A >
1√
2ω
のとき dにかかわらず不変曲線が存在しないことがわかる.
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