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概要
Grassmann 代数や Clifford 代数における代数的自己同型写像には Z2-graded parity 非保存
な写像が存在する. Z2-graded parity 非保存な写像に対しては, 従来の Z2-graded Poisson 括
弧は保存されない.Grassmann代数（あるいは）Clifford代数の二つの代数的自己同型写像の間
に,parity map なる写像を定義し, その特別な場合を利用して parity 項と呼ぶ odd 元を定義す
る.parity 項が Z2-graded Poisson 括弧を決定付けることと Z2-graded parity 非保存な代数的
自己同型写像による Z2-graded Poisson 括弧の相互関係を述べる.

1 導入
Heisenberg 方程式の解として調和振動子の代数を考えるとき,Weyl 代数と Clifford 代数が得ら

れる. Weyl 代数と可換代数,Clifford 代数と Grassmann 代数との対応で, 量子‐古典対応が見られ
る. 代数上に Moyal ∗-積を定義し, 代数との組を考えるストラテジーが変形量子化の手法であった
([3], [4], [15], [16], [20], [21]). 変形表示の問題については [17],[18],[19],[22],[23] 等にある.計算の背後
には Hochshildのコホモロジーの議論が登場した ([9]). 代数を出発点として“座標変換”なるもの
を考えるとき,“座標変換”＝“代数的自己同型写像”という見方を採用することができる.

ところで,超対称性を記述する 数学として supermanifoldの理論が登場し,広く発展してきており,

様々な場所で基本的言語として使用されている ([1], [2], [5], [7], [8], [11], [24]) . supermanifoldはその
座標変換がボゾンとフェルミオンを保つような（Z2-graded parity 保存な）写像として定義される.

そこでの Poisson 括弧 はやはり, ボゾンとフェルミオンを保つように考えられている. したがって,

従来の定義による Poisson括弧は parity保存する写像に関しては,その形は保たれるので parity非
保存な写像については特に考察の対象にする必要がなかったわけである ([6]).しかし,Leites[12],[13]

で既に述べられているように (最近では [14]), supermanifold の座標変換として parity を保存する
という仮定は,数学的には人工的な仮定である.Grassmann代数や Clifford代数には parity非保存な
写像が存在するので,その点も含めて考察をしていくことはできないだろうか（計算式は明示されて
いないが [21] に括弧式が保存されないことへの言及がある）. そこで, 本論文では,Grassmann 代数
上での Poisson括弧 についての考察を変形量子化の手法を用いながら行うことにする.superalgebra

上の Poisson 括弧についてはこれまでも様々調べられており, 例えば,N.Cantarini,V.Kac[10] が 述
べている generalized Poisson括弧のようなものもあるが,そこで考えている写像も parity保存なも

∗ E-mail:tada@kanagawa-kgs.ac.jp



のである. Grassmann 代数は superalgebra の特別な場合であるので, ここでは Grassmann 代数に
話を限る. 考える写像としては parity 保存に限らずに代数的自己同型写像にまで広げて考えること
にし,Z2-graded Poisson括弧が parity非保存な写像に対してどのような変化を受けるのかを考察す
る.parity 構造を定めると,Poisson 構造はそれに対応して定まることを述べる. 座標変換を代数的自
己同型写像であるべしといったときから,parity構造を持つ代数に対して,parityの変化を統制してい
るものは一体何であるのかといった疑問が浮かんでくる.その問に答えるために,parity map なる写
像を定義する.Clifford代数の代数的自己同型写像からの Poisson括弧のずれは parity mapから定ま
る parity項 によって定まることを述べる.

2 代数的自己同型写像,代数的自己同型写像のなす群
本稿において,Grassmann代数の生成元の個数は 2n個とする（Weyl代数の定義のアナロジーで考
える）.形式的パラメーター ν を添加した ν 付き Grassmann代数上にMoyal∗-積を定義を行う.組(∧2n

(⟨ei⟩) , ∗
)
は Clifford 代数 Cln,n(R)に同型となる.ここで,Moyal∗-積を定義を行うときに,生

成元を微分する消滅作用素を利用するので生成元の取り方に依存することを注意しておく.Z2-graded

parity非保存な代数的自己同型写像を考えるときに,項の次数について,偶元（evenな項)は偶元で保
たれるが,奇元（oddな項）は偶元が mixedされる.奇元の表示は絶対的なものではなく,Z2-graded

parity非保存な代数的自己同型写像に依存する (代数表示の問題を持つ).以下,記号法などを述べた
上で得られた群論的な定理,命題を列挙する.

定義 2.1. 代数 (A, ·)が parity構造を持つとは,ある P,Q⊂Aが存在して,次の関係式を満たすとき
をいう.

A = P ⊕Q
P · P ⊂ P
P ·Q ⊂ Q
Q · P ⊂ Q
Q ·Q ⊂ P

次に,代数（A，·）が parity構造を持つときに, parityが同じであることを以下のように定義する.

定義 2.2. 代数（A，·）が parity構造を持つとき,代数（A，·）の代数的自己同型写像の元 φ1, φ2 ∈ Aut（
A，·）に対して, parity同値であるとは φ1(P ) = φ2(P ), φ1(Q) = φ2(Q)が成り立つときをいう.

定義 2.3. 　
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
が 22n 次元実 Grassman 代数であるとは,次の性質を持つ R係数 22n

次元線形空間のことである.

• ∧は結合的な積
• 生成元 ⟨ei⟩ = {e1, e2, · · · , e2n}が存在し,次の基本関係式を満たす.

ei ∧ ej + ej ∧ ei = 0 (i, j = 1, 2, · · · , 2n)

生成元の変更を行うことがあるので,
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
という記法で,生成元 ⟨ei⟩を用いていること

を明示的にしている.特に混乱を生じない場合には
(∧2n

,∧
)
のように表す.



定義 2.4. Grassmann 代数
(∧2n

,∧
)
の even part

(∧2n
0 (⟨ei⟩) ,∧

)
,odd part

(∧2n
1 (⟨ei⟩) ,∧

)
を

次のように定義する.(∧2n

0
(⟨ei⟩) ,∧

)
=

{
aev =

n∑
k=0

2n∑
i1i2···i2k=1

ai1i2···i2kei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ei2k , ai1i2···i2k ∈ R

}
(∧2n

1
(⟨ei⟩) ,∧

)
=

aod =
n∑
k=0

2n∑
i1i2···i2k+1=1

ai1i2···i2k+1ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ei2k+1
, ai1i2···i2k+1 ∈ R


命題 2.1. Grassmann 代数は parity構造を持つ（Z2-graded代数である）.

定義 2.5. Ev⟨ei⟩ :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

0 (⟨ei⟩) ,∧
)
を even part への射影とする.

定義 2.6. Od⟨ei⟩ :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

1 (⟨ei⟩) ,∧
)
を odd part への射影とする.

定義 2.7. B⟨ei⟩ :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
を次で定義する (先頭項を一番後ろへ移動す

る写像).
B⟨ei⟩ (ep ∧ ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik) = ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik ∧ ep

定義 2.8. ι⟨ei⟩ :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

1 (⟨ei⟩) ,∧
)
なる odd part の符号を取り替える写像を

ι⟨ei⟩ (a) = Ev⟨ei⟩ (a)−Od⟨ei⟩ (a)

で定義する.

定義 2.9. 左消滅作用素 −→∂ ei :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
を次で定義する.

• R-linear
•
−→
∂ei (ej) = δij

•
−→
∂ei (a ∧ b) =

−→
∂ei (a) ∧ b+ ι (⟨ei⟩) (a) ∧

−→
∂ei (b)

右消滅作用素←−∂ei :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
の定義も同様に行う（飛び越しの際,生成

元の選び方に依存していることに注意する).

定義 2.10.
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] ,∧
)
が ν 付き Grassmann 代数であるとは,

(∧2n
(⟨ei⟩) ,∧

)
の R[[ν]]に

よる中心拡大 ν として得られる結合的代数のことである.

定義 2.11. Grassmann 代数
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
の元に対して, ⟨ei⟩ に関する degreeが k 次であると

は,異なる k 個の生成元の積
ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik

の線形和で書かれているときをいう. また ν は 2 次の元として定義し, この定義を
　
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] ,∧
)
の場合にも適用する.

一般に φ
(∧2n

0

)
=
∧2n

0 であるが φ
(∧2n

1

)
̸=
∧2n

1 である.Grassmann 代数の項の次数は,odd

partの取り方に依存する.ゆえに parityという概念は絶対的な概念ではない（表示の問題を持つこと
になる）.



定義 2.12. ν 付き Grassmann 代数
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] ,∧
)
上のMoyal ∗-積を次の式で定義する.

∗ = exp
ν

2

n∑
i=1

(←−
∂ei ∧

−−−→
∂ei+n +

←−−−
∂ei+n ∧

−→
∂ei

)

exp ν
2

2n∑
i,j=1

←−
∂eiδij+n

−→
∂ej , e

ν
2

←−
∂
−→
∂ などと略記する.

上で定義したMoyal ∗-積を用いると,次の関係式が得られる.

定義 2.13. 次の関係式が成り立つ.(Clifford代数の基本関係式)

ei ∗ ej + ej ∗ ei = νδij+n 　 (i, j = 1, 2, · · · , 2n : mod 2n)

命題 2.2. ∗-積は associativityを持つ.

命題 2.3.
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] , ∗
)
∼= Cln,n (R) が成り立つ.(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] , ∗
)
上に逆Moyal積 ∗−1 を次のように定義することができる.

∗−1 = exp

(
−ν
2

n∑
i=1

(←−
∂ei ∗

−−−→
∂ei+n +

←−−−
∂ei+n ∗

−→
∂ei

))
このとき,次の命題が成り立つ.

命題 2.4.
((∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] , ∗
)
, ∗−1

)
∼=
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] ,∧
)
が成り立つ.

群 特徴
Aut

(∧2n
,∧
)

Grassmann代数の代数的自己同型写像の全体

Aut0

(∧2n
,∧
) {

φ (ei) =
2n∑
j=1

ajiej , a
j
i ∈ R

}

AutE

(∧2n
,∧
) {

φ (ei) = ei +
∑
p=2

∑
1≤j1<j2<···<jp≤2n

a
j1j2···jp
i ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejp , a

j1j2···jp
i ∈ R

}

AutE,ℓ

(∧2n
,∧
) {

φ (ei) = ei +
∑
p≥ℓ

∑
1≤j1<j2<···<jp≤2n

a
j1j2···jp
i ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejp , a

j1j2···jp
i ∈ R

}

注 2.1. ν 付き Grassmann 代数の代数的自己同型写像全体を考える場合には,Aut
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)

を Aut
(∧2n

(⟨ei⟩) [[ν]] ,∧
)
と表記し,R係数を R [[ν]]係数にして考えればよい.以下 (⟨ei⟩)の表記を

⟨ei⟩と書いたり省略することもある.

命題 2.5.

Aut

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
= Aut0

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
⋊AutE

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
命題 2.6.

Aut

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
▷ AutE,ℓ

(∧2n
[[ν]] , ∗

)



命題 2.7. Aut0

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
∼=

{
X ∈M (2n,R) |tX

(
O En

En O

)
X =

(
O En

En O

)}

上の命題の右辺は Lie群 GL (2n,R)の閉部分群であるから次がいえる.

命題 2.8. Aut0

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
は Lie群である.

命題 2.9. AutE,l

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
/AutE,k

(∧2n
[[ν]] , ∗

)
(k < l) は有限次元 Lie群である.

定理 2.1. Aut
(∧2n

[[ν]] , ∗
)
は有限次元 Lie群の射影極限である.

3 Parity非保存な代数的自己同型写像の例
この節では parity非保存な写像の例を挙げる.代数的自己同型性は基本関係式を満たすことを確認

すればよい.以下の議論で η ∈
(∧2n

1 ⟨ei⟩,∧
)
とする.

例 3.1. 次で定義される Grassmann代数の代数的自己同型写像
φ :
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
→
(∧2n

(⟨ei⟩) ,∧
)
は Z2-graded parity非保存である.

φ (ei) = ei + ei ∧ η

= exp
(
−η
2

)
∧ ei ∧ exp

(η
2

)

命題 3.1. ψ (ei) = exp
(
−η2
)
∗ ei ∗ exp

(
η
2

) で定義される写像が Clifford代数の代数的自己同型写像
であるための必要十分条件は η ∗ η = 0が成り立つことである.（基本関係式を書き,最低次数に注目
せよ.この条件を満たす η は豊富にある.具体例はここから作れる.条件 η ∗ η = 0は {η, η} = 0でも
よい）.

従来の Z2-graded Poisson括弧は parity保存な代数的自己同型写像に関して不変であるが,parity

非保存な写像に関しては,従来の Z2-graded Poisson括弧は保存されない.次の例がある.

例 3.2. φ (ei) = ei + ei ∧ η に対して（η ∈
(∧2n

1 ⟨ei⟩ [[ν]] ,∧
)
とおく.）

2n∑
ij=1

←−
∂φiδij+n

−→
∂φj =

2n∑
ij=1

←−
∂ei

(
δij+n − (1 + η) {eij , η} −

2n∑
k=1

{ek+n, η} {eijk, η}

)
−→
∂ej

が成り立つ.ゆえに一般に
2n∑
ij=1

←−
∂φiδij+n

−→
∂φj ̸=

2n∑
ij=1

←−
∂eiδij+n

−→
∂ej である.

以上のことは Z2-gradedな Poisson括弧式は代数表示の問題を抱えていることを示している.



4 代数的自己同型写像の合成と parity map , parity 項の定義
前節の内容を受けて, 異なる Z2-graded Poisson 括弧式をとった時に, お互いにどのよう

な関係式で結ばれるのかといった問題を考える.parity 非保存な部分に本質的に関わるのは
AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]] ,∧
)
の元である．そこで AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]] ,∧
)
の元の Grassmann 代数への

射影（後で定義する）による生成元の像,および AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]] ,∧
)
の二つの元の合成の生成元

の像に関して考察を行う（Cliffrod代数の場合についても考察する）.異なる代数的自己同型写像に
対して parity map（二つの代数的自己同型写像の持つ odd性の“ずれ”を表す写像）を定義すると
ともに parity項の定義を与えることにする. まずは,代数的自己同型写像の生成元の像について,い
くつかの準備をする.

定義 4.1. AutE.Cl

(∧2n ⟨ei⟩ ,∧
)
を AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
の Clifford代数の代数的自己同型写像

の Grassmann代数への射影（ν → 0）から得られる Grassmann 代数の代数的自己同型写像全体と
おく.

AutE.Cl

(∧2n ⟨ei⟩ ,∧
)
は AutE

(∧2n ⟨ei⟩,∧
)
の部分群である（一致はしない）.

ν 付き Grassmann代数の代数的自己同型写像の元を

φ (ei) = ei + eiA + eiB
(
eiA : even , eiB : odd

)
φ ∈ AutE

(∧2n
⟨ei⟩ [[ν]],∧

)
と表す（一般には eiB の項が ei を含まない場合もある）. eiA , e

i
B の R [[ν]] 係数は略記してい

る.Grassmann 代数の基本関係式から,(
ei + eiA + eiB

)
∧
(
ej + ejA + ejB

)
+
(
ej + ejA + ejB

)
∧
(
ei + eiA + eiB

)
= 0

が成り立つ.展開して整理すると{
ei ∧ ejA + ej ∧ eiA + eiA ∧ e

j
B + eiB ∧ e

j
A = 0 odd part

eiA ∧ e
j
A + ejA ∧ eiA = 0 even part

となる.特に i = j のときを考え,次数に気を付ければ
eiA ∧ ei = 0 , eiA ∧ eiB = 0

が得られる.ν → 0（Grassmann射影を考える）とし第１式に注目すれば

eiA = ei ∧ η , ∃ η ∈
(∧2n

1
⟨ei⟩,∧

)
を得る（[24]参照）Clifford代数の代数的自己同型写像についても,同様に計算をしてみると,次の定
理を得る.

定理 4.1. 線形項の係数が単位行列で書かれる,Clifford 代数の代数的自己同型写像の Grassmann 代
数への射影から得られる Grassmann 代数の代数的自己同型写像は次の形で書ける.

φψ (ei) = ei + ei ∧ η + ei ∧ ωi



ωi ∧ ωi = 0, ωi ∧ ωi+n = 0, ωi + ωi+n = 0, ωi
←−
∂
−→
∂ ωj = 0, η ∧ ωi = 0

ただし, ψ ∈ AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]] , ∗
)
, φψ ∈ AutE

(∧2n ⟨ei⟩,∧
)
, η ∈

(∧2n
1 ⟨ei⟩,∧

)
, ωi ∈(∧2n

0 ⟨ei⟩,∧
)
とおいた.

証明は (
←−
∂
−→
∂ )p の計算で項の次数が fullでない項が必ず表れ係数が 0になることを利用する.この

結果から φψ (ei) = e−
1
2B<ei>(η+ω

i) ∧ ei ∧ e
1
2 (η+ω

i) と随伴積分解可能である.

ここから先は,代数的自己同型写像の合成について話を進める. Grassmann代数に関しての次の計
算公式は有用である (後述する parity map における expの部分の“重み”がかかる理由が分かる).(

ei + ei ∧ ωA + ei ∧ ωiB
)
∧
(
ej + ej ∧ ωA + ej ∧ ωjB

)
= ei ∧ ej ∧

(
1 + ωiB

)
∧
(
1 + ωjB

)
∏

p ＝ i,j,k :∧

(ep + ep ∧ ωA + ep ∧ ωpB) = ei ∧ ej ∧ ek ∧
(
1 + ωiB

)
∧
(
1 + ωjB

)
∧
(
1 + ωkB + ωA

)
等が成り立つ.

Grassmann 代数の代数的自己同型写像 φ (ei) = ei + eiA + eiB
(
eiA : even , eiB : odd

) のうち,eiB

の項が ei を含む形に限定して考える（Clifford 代数の代数的自己同型写像の Grassmann 射影はこ
の形に含まれている）.限定された Grassmann 代数の代数的自己同型写像の合成に関しては

φ1 (ei) = ei + ei ∧ ωA + ei ∧ ωiB
φ2 (ei) = ei + ei ∧ ωC + ei ∧ ωiD

に対して,計算公式を利用すれば

φ2 ◦ φ1 (ei) = ei ∧ {
(
1 + ωiB

)a ∧ (1 + ωiB
)
∧ ωA +

(
1 + ωiD

)b ∧ ωiB ∧ (1 + ωC + ωiD
)
}

となる. ここで φ1, φ2 として,ψ1 , ψ2 ∈ AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
に対する Grassmann 代数への

射影 φψ1 , φψ2 ∈ AutE
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
を考え,ωA ∧ ωiB = 0 , ωC ∧ ωiD = 0, ei ∧ ωiA + ej ∧ ωjB =

0 , ei ∧ ωiC + ej ∧ ωjD = 0に気を付けながら展開すれば

φψ2
◦ φψ1

(ei) = ei ∧

(
1

2
(1 + ωA + ωiB) ◦∧ (1 + ωC + ωiD) +

∑
a∈A

ωaD ∧ ωA +
∑
b∈B

ωbD ∧ ωB

)
が成り立つ (ただし,◦∧は対称積である).

講演者は Grassmann 代数の代数的自己同型写像および Clifford 代数の代数的自己同型写像に対
して,Z2-graded parityの“odd方向のずれ”を特徴づける写像 (parity map と呼ぶことにする) と
parity項（この項は奇元である）の定義を行った.

定義 4.2. （parity map, parity項の定義）ψ1, ψ2 ∈ AutE
(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗

)
に対して,

Π : AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
× AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
−→ AutE

(∧2n ⟨ei⟩ ,∧
)
を次のように定

める.

Π

(
ψ2

ψ1

)
(·) :=

(
exp

1

2

(←−
∂ −

−→
∂
)
φψ2 ◦ φψ1 (·)

)
1

2

(←−
∂ +

−→
∂
)
(φψ2 ◦ φψ1 (·))



これを parity map と呼ぶことにする. 特に,AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
の２つの元のうち,少なくとも

一方に恒等写像が含まれる場合に,

Π (ψ1) (ei)
.
= Π

(
ψ1

id

)
(ei) = −Π

(
id
ψ1

)
(ei)

と定める.これを AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
の元 ψ1 に対しての parity項と呼ぶ.

上の parity map の定義は,AutE.Cl

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]], ∗
)
に対して行ったが,AutE

(∧2n ⟨ei⟩ [[ν]],∧
)

においても線形項の部分の行列式を考慮することで定義可能である.ここでは割愛する）.

そこで odd deformation によって,従来の Poisson括弧がどのような変更を受けるのかを考察した
（Hochschild cohomologyの計算が必要になる.[9]を参照した）.

定義 4.3. X :
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
×
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
→
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
を R − bilinear map とする（以

下,A =
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
と略記することもある）.

δ̃η :Map (A,A)を次の式で定義する（ただし,η ∈
(∧2n

1 ⟨ei⟩,∧
)
とする）.

δ̃ηX (f, g) = −X (η ∧Od (f) , g) + η ∧Od (X (f, g))−X (f, η ∧Od (g)) f, g ∈ A

以下ではX として,Poisson括弧式 { , } =
2n∑
ij=1

←−
∂eiδij+n

−→
∂ej と wedge積 ∧ (f, g) = f ∧ g を用いる

ことになる (特に δ̃2η { , } = 0 ⇐⇒ {η, η} = 0が成り立つ.この部分の計算の詳細や成り立つ性質を
示す必要があるが,ここでは割愛する).

定義 4.4. δη ∈Map (A,A)を次で定義する.

δη = exp δ̃η − 1

δη は次の性質を持つ.

命題 4.1. X = ∧, { , }とする.このとき,次が成り立つ.

1. δη∧ = 0

2. δξδηX = δηδξX

3. (1 + δξ+η)X = (1 + δξ) (1 + δη)X

4. δςδξδηX = 0

定理 4.2. 次の同値が成り立つ.
δη ̸= δξ ⇐⇒ η ̸= ξ

定義 4.5. Grassmann 代数上の Poisson 括弧の odd deformation : { , } :η :
(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
×(∧2n ⟨ei⟩,∧

)
→
(∧2n

0 ⟨ei⟩,∧
)
は次で与えられる.

: {f, g} :η= (1 + δη) {f, g}

また,次も成立する.



命題 4.2. 次の等式が成り立つ.

: {f, g} :η+ξ= (1 + δη) (1 + δξ) {f, g}

次の定理から,異なる odd元に対して異なる Poisson括弧が定まる.

定理 4.3. odd元が異なることと,Z2-graded Poisson括弧の odd deformation が異なることとは同
値である（parity項を決めること Poisson構造を決めることとは同じことである）.

: {f, g} :η ̸=: {f, g} :ξ⇐⇒ η ̸= ξ

系 4.1. Z2-graded Poisson括弧が保存される Grassmann代数の代数的自己同型写像は parity保存
な写像に限る.

5 主定理
主定理を述べるために, 言葉をいくつか用意する.（代数表示の変更を行っていることを強調する

ため）

定義 5.1. ∗積と ∧積の代数的自己同型写像 φによる表示を以下で定義する.

: ∗ :φ = φ (·) ∗ φ (·)
: ∧ :φ = φ (·) ∧ φ (·)

代数の基本関係式は表示よらず（偶元で表示されているため）一定の形を保つことは明らかである.

定義 5.2. Grassmann代数上の Poisson括弧式を以下で定義する.

: {, } :φ= lim
ν→0

: ∗ :φ − : ∧ :φ
ν

(1)

（ただし,上の式での極限は記号的に書いているだけで形式的なものであり,ν 冪の一次の項を抜き
出す意味である.）このとき,次が成り立つ.

定理 5.1. （主定理）任意の Clifford代数の代数的自己同型写像 ψ に対して,

: { , } :ψ = exp
(
δ∏(φψE )

)
{ , }

により,Z2-graded Poisson括弧の代数的自己同型写像による表示が与えられる.
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