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概要

regular polynomialの特殊化と Newton polygonに関する手法を用いて，Q上の PGL(2, 7)
拡大で，ただひとつの 2次部分体上不分岐であるようなものを構成する．得られる拡大の
2次体上の Galois群は位数 168の単純群 PSL(2, 7)である．

1 導入

有限群 Gを与えたとき，Gを Galois群にもつ Galois拡大，すなわち G拡大が存在するか，
という問題を逆 Galois 問題という．この問題は一般には未解決であるが，有理数体 Q 上の
逆 Galois 問題では，例えば G が対称群や交代群であった場合に対して G 拡大が存在し，ま
た，複素数体 C上の一変数有理関数体 C(t)上には任意の有限群 Gに対して G拡大が存在す
ることが以前から知られている（[4]）．
一方，有理数体の有限次拡大，すなわち代数体の拡大は，一般に分岐する素点を少なくす

ることには限界があることが知られている．したがって代数体上の逆 Galois 問題では，分岐
する素点を指定した拡大を構成する，分岐制限付きの逆 Galois 問題も重要である．例えば，
有理数体上の拡大では，不分岐拡大が存在しないことが知られている．また，不分岐アーベ
ル拡大は類体論によって説明される．
本研究では，正則拡大の特殊化を用いることで，Q 上のひとつの素数のみが分岐する

PGL(2, 7) 拡大や，2 次部分体上が不分岐 PSL(2, 7) 拡大となる Q 上の PGL(2, 7) 拡大の族を
構成した．これらの群は非 Abel 群であり，特に PSL(2, 7) は単純群である．代数体の拡大に
おける素点の分岐を調べる手法は様々にあるが，本研究は Newton polygonを用いた手法のひ
とつである Oreの定理を用いている．
本レポートでは，証明に用いた Ore の定理に関する先行研究と主定理，及び主定理の証明

の概略を述べ，最後に主定理を用いて得られる例を紹介する．



2 剛性の方法と Newton polygon

この節では，本研究の対象である正則 PGL(2, 7) の定義多項式について述べ，その後に主
定理の証明に用いた事実を紹介する．
定義 2.1. L/K を体の分離拡大とする．K が L内で代数的に閉じているとき，L/K を正則拡
大という．
逆 Galois 問題に対する手法のひとつとして，次の Hilbert の既約性定理に基づいた正則拡

大を用いる方法がある．
定理 2.2 ([6]). kを代数体とし，K = k(T )を k上の一変数有理関数体，Lを k上正則な K の
有限次拡大とする．L/K の定義多項式を f(T ; X) ∈ K[X]とし，そのK 上の Galois群を Gと
する．このとき，f(t; X) ∈ k[X]の k上の Galois群が Gとなる特殊化を与える t ∈ k が無数
に存在する．
本研究は次の多項式を基に行なっている：

F (T ; X) := X8 + X7 + 7X6 − T (X + 1) ∈ Q(T )[X]. (1)

多項式 (1) の Q(T ) 上の Galois 群は PGL(2, 7) である（cf.[4]）．この多項式は以下に述べる
Riemannの存在定理と剛性の方法によって得られる．
定理 2.3 (Riemannの存在定理). 有限群 Gと正整数 rに対し，以下の 3つの集合の間に一対
一対応が存在する：

(i) Gと同型な Galois群をもつ C(T )上の r点分岐 Galois拡大の同型類全体,
(ii) Gと同型な deck群をもつ P1Cの r点分岐 Galois被覆の同型類全体,

(iii) Gの共役類の組 C = (C1, . . . , Cr)に対し，

SNi(C) := {(g1, . . . , gr) | gi ∈ Ci, 〈g1, . . . , gr〉 = G, g1 · · · gr = 1}

としたとき，SNi(C)が空でないような C 全体．

剛性の方法を説明するために，共役類の有理性と，共役類の組の剛性を定義する．
定義 2.4. (i) Gを有限群とし，C を Gの共役類とする．Ck を Ck = {gk | g ∈ C}によって
定める．|G|と互いに素な 0でない任意の整数 kに対し，C = Ck が成り立つとき，C は
有理性をもつという．

(ii) Gを有限群とし，C = (C1, . . . , Cr)を Gの共役類の組とする．Gが（空でない）SNi(C)に

G × SNi(C) → SNi(C) : (h, (g1, . . . , gr)) 7→ (gh
1 , . . . , gh

r )

によって単純かつ推移的に作用しているとき，C は剛性をもつという．



定理 2.5 (剛性の方法). 有限群 Gの共役類の組 C = (C1, . . . , Cr)が剛性をもち，さらに各 Ci

が有理性をもつとき，定理 2.3によって C に対応する C(T )上の G拡大，及び P1C上の G被
覆は Q上で定義される．

(1) の多項式 F の分解体は PGL(2, 7) の共役類の組 (2312, 612, 71) に対応し，剛性の方法に
よって Q 上で定義されることが確かめられる．ここで，共役類の組を表す数字は，共役類の
元を互いに素なサイクルの積で表したときの各サイクルの長さを示したものである．また，
この F によって定義される Q(T )の拡大 L = Q(T )[X]/(F (T ; X))は種数 0で，特に，Q上の
有理関数体である．関数体の種数は次の Riemann-Hurwitzの公式によって計算できる．
定理 2.6 (Riemann-Hurwitzの公式). Gを Snの推移的部分群とし，C = (C1, . . . , Cr)を剛性を
もつ G の共役類の組とする．各 Ci が有理性をもつとし，C に対応する Q(t) の拡大を L，L

の種数を gとする．このとき，

g = −(n − 1) + 1
2

r∑
i=1

ind(Ci)

が成り立つ．ただし ind(Ci) は，Ci が互いに素な k 個のサイクルの積で表されるとき，
ind(Ci) = n − kである．
次に，代数体での素数の分岐を調べる方法を紹介する．主定理の証明に用いた Ore の定理

を述べるため，まず Newton多角形を定義する．
定義 2.7 ([5]). pを素数とし，f(X) = anXn + · · · + a1X + a0を Qp上の n次多項式で，a0 6= 0
をみたすものとする．このとき，f の（p進）Newton多角形を次のようにして作られる折れ
線として定める：

(i) 平面 R2に点 (i, vp(ai)) (i = 0, . . . , n)をとる．ここで，vpは a = pkb, gcd(b, p) = 1とした
とき，vp(a) = kで定める．

(ii) (i) でとった点をいくつか直線で結んで下に凸な折れ線を作る．ただし，折れ線は
(0, vp(a0)) から (n, vp(an)) までつながっているものとし，(i) でとったすべての点は折れ
線上にあるか，折れ線より上に位置しているものとする．
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図 1 例 2.8の f の 2進 Newton多角形



例 2.8. f(X) = 4X5 + X4 + X3 + 2X2 + 8X + 8とし，p = 2とする．このとき 2進 Newton
polygonは図 1のようになる．
定義 2.9. pを素数，Γを monicな多項式 f = Xn + an−1Xn−1 + · · · + a1X + a0 ∈ Z[X]の p進
Newton 多角形とし，Γ の辺のひとつを S とする． S の左端点の座標を (s, as) とする．S の
横軸への射影の長さを E とし，縦軸への射影の長さを H とする．E と H の最大公約数を d

とし，h = H/d, e = E/dとおく．0以上 d以下の整数 iに対し，点 (s + ei, vp(as) − hi)をと
る．このとき

bi =


as+ei/pvp(as+ei), if vp(as+ei) = vp(as) − hi,

0, otherwise

とする．これに対し，多項式 fS を

fS(Y ) =
d∑

i=0
bd−iY

i

で定義する．これを S の associated polynomialとよぶ．fS の判別式が pで割れないとき，
f は S-regular であるといい，Γ のすべての辺 S に対して f が S-regular であるとき，f は
Γ-regularであるという．
以上の準備の下で，次の Oreの定理が成り立つ．

定理 2.10 ([3]). monicな既約多項式 f(X) ∈ Z[X]とその根 θをとり，K = Q(θ), その整数環
を OK とする．素数 pをとり，f の p進 Newton polygonを Γとし，Γの辺を S1, . . . , Sl とす
る．各 Si に対し，自然な射 Z → Fp によって fSi の係数を法 pで還元したものを fSi とし，
Fp[X]内での fSi の既約分解を

fSi(X) = ϕi,1(X)ei,1 · · · ϕi,ki(X)ei,ki

とする．また，各 Siの X 軸，Y 軸への射影の長さをそれぞれ Ei, Hi,その最大公約数を diと
し，さらに ei = Ei/diとする．このとき pは K 内で

pOK = Ae1
1 · · ·Ael

l

と分解され，さらに f が Si-regularであるとき，

Ai = p
ei,1
i,1 · · · pei,ki

i,ki

と素イデアル分解される．

3 主定理と例

(1)の多項式 F を t ∈ Qで特殊化した多項式 F (t; X)で定義される代数体を Ktとし，その
Q上の Galois閉包，すなわち F (t; X)の分解体を K̃tとする．ここで，Gal(K̃t/Q)は PGL(2, 7)
であると仮定する．本研究の主結果は次の定理である．



定理 3.1. nを 6と互いに素な整数とし，mを 7nと互いに素な整数とする．このとき次が成
り立つ：

(i) (77n6 + 108m7)/pが平方数となるような素数 pが存在するとき，t = 77n6/m7 とすれば
Kt/Qは p外不分岐である．

(ii) t = 77n3/m7 とすれば，K̃t/Q はただひとつの 2 次部分体上不分岐な PGL(2, 7) 拡大で
ある．

以下に主結果の証明の概略を述べる．
まず，PGL(2, 7)拡大での素数の分解群と惰性群を考えることで，次の補題を得る．

補題 3.2. p を素数とする．p が K̃t/Q で不分岐であることと，Kt/Q で不分岐であることは
同値である．また，p が Kt/Q で tame に分岐するとき，p の上の Q(

√
DKt) の素イデアルが

K̃t/Q(
√

DKt)で不分岐である必要十分条件は vp(DKt) = 0 または 3であることである．
この補題により，定理 3.1を示すためには，Kt/Qでの素数の分岐を調べれば十分であるこ

とがわかる．
簡単のため，m = 1, すなわち tが整数であると仮定する．多項式 (1)の X に関する判別式

が −77T 5(T + 108)3であることから，7, 及び tと t + 108の素因数について調べれば良い．7
と tに関しては，Oreの定理を用いることで次の命題が得られる．
命題 3.3. t を 6 と互いに素な整数とする．p を t の 7 でない素因数としたとき，
(6, vp(t)) = 3 ⇔ vp(DKt) = 3であり，(6, vp(t)) = 6 ⇔ vp(DKt) = 0である．さらに 77が tを割
り切るとき，(6, v7(t)−1) = 3 ⇔ v7(DKt) = 3であり，(6, v7(t)−1) = 6 ⇔ v7(DKt) = 0である．

t + 108に関しては次の命題が得られる．
命題 3.4. tを 0でない整数とし，(t + 108, 42) = 1とする．素数 pが t + 108を割り切るとき，
vp(DKt) ≤ 3で，vp(DKt) = 0であることの必要十分条件は vp(t + 108)が偶数であることで
ある．
この命題は Dedekind による多項式の分解と素数の分解に関する定理と Hensel の補題を用

いることで証明できる．
命題 3.3, 3.4により，定理 3.1のm = 1の場合についての証明が完了した．mが一般の場合

については，Oreの定理を Q係数の場合に拡張したものを考える必要がある．実際 Oreの定
理は多項式が Q係数の場合にも成立することが確認でき，命題 3.3, 3.4は t ∈ Qの場合にも
同様の結果が証明できる．定理 3.1 を証明するためには，さらに m の素因数についても考え
る必要がある．再び Oreの定理を用いることで，次の命題を得る．
命題 3.5. n, m, tを定理 3.1と同じものとし，pをmの素因数とする．pが Kt/Qで不分岐で
あるための必要十分条件は vp(m) が 7 で割り切れることである．さらに p が Kt/Q で分岐す
るとき，vp(DKt) = 6である．
最後に，定理 3.1 の適用例を与える．定理の条件を満たす t に対して Kt の判別式を計算

し，定理の結果を確認する．



表 1 定理 3.1 (i) の例
n m DK77n6/m7

1 −12 138690117213

1 −11 1841516373

1 −5 1450533

1 −4 19459293

1 −3 −116273

1 −2 −18097193

1 1 −18236513

1 2 −18373673

1 10 −110808235433

1 12 −138706588073

5 −9 −1123512987233

5 3 −1128680955713

5 6 −1128980924633

5 8 −1130943517913

5 12 −1167376946393

7 −6 −1968587773193

7 −2 −1968889965833

7 3 −1968892466033

7 4 −1968907798793

7 8 −1971155028233

11 −13 −114521798207873

11 −4 −114589548911513

11 −2 −114589566467993

11 6 −114589868937113

11 13 −114657335004593

13 −15 −139566319517873

13 −5 −139750763267873

13 −1 −139750847641793

13 3 −139750850004833

表 2 定理 3.1 (ii) の例
n m DK77n3/m7

1 −6 153 · 113 · 313 · 473 · 3673

1 −5 1450533

1 −4 19459293

1 −3 −116273

1 −2 −18097193

1 −1 −153 · 373 · 44513

1 1 −18236513

1 2 −18373673

1 3 −1673 · 158173

1 4 −153 · 893 · 58273

1 5 −1113 · 8419133

1 6 −11393 · 2234293

5 −6 −153 · 313 · 23454773

5 −4 −153 · 3173 · 3191593

5 −3 −153 · 3973 · 2587073

5 −2 −153 · 733 · 1493 · 94633

5 −1 −153 · 793 · 13030733

5 1 −153 · 113 · 133 · 1393 · 51793

5 2 −153 · 293 · 413 · 1313 · 6613

5 3 −153 · 293 · 2933 · 121433

5 4 −153 · 1047123473

5 6 −153 · 14813 · 899233

7 −6 −173 · 4093 · 6167293

7 −5 −173 · 163813 · 167293

7 −4 −173 · 113 · 233 · 11095093

7 −3 −173 · 193 · 8593 · 172933

7 −2 −173 · 1733 · 653093

7 −1 −173 · 133 · 217288573

7 1 −173 · 16933 · 1668493

7 2 −173 · 3133 · 9025213

7 3 −153 · 73 · 173 · 8573 · 38813

7 4 −173 · 5473 · 5196433

7 5 −173 · 2909127493

7 6 −173 · 4673 · 6696113
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