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概要
リーマン多様体M 上の十分一般的な C∞ 関数 f1, ..., fk によって得られる勾配樹木のなすモ
ジュライ空間と，余接束 T ∗M 内のラグランジュ部分多様体 graph(ϵdf1), ..., graph(ϵdfk) を境
界にもつ概正則円盤のなすモジュライ空間は，ϵ > 0が十分小さいときに微分同相になることが
知られている．本稿では Schwarz-Christoffel 写像によって構成された T ∗R や T ∗R2 内の正則
円盤を級数表示し，これらが各点で勾配樹木に収束する現象をもって正則円盤と勾配樹木の間の
関係を定式化する．

1 導入
リーマン多様体M 上の十分一般的な C∞ 関数 f1, f2, ..., fk から得られる勾配樹木のなすモジュラ

イ空間の元と，余接束 T ∗M 内のラグランジュ部分多様体 graph(ϵdf1), graph(ϵdf2), ..., graph(ϵdfk)

たちを境界に持つ概正則円盤のなすモジュライ空間の元は，ϵ > 0 を十分小さくとれば 1 対 1 に対
応することが知られている [5]．本稿では M = R,R2 の場合で，M 上の勾配樹木と T ∗M 内の概
正則円盤を具体的に与えた上で ϵ ↓ 0 とすれば一致することを示す．R,R2 上の勾配樹木といくつ
かの T ∗R, T ∗R2 内の概正則円盤の具体的な構成方法は [9] や [10] で提示した．例えば M = R で
k = 3 の場合を考えてみる．f1 = 0，f2, f3 を 2次関数とすると，graph(ϵdfi)たちは R2 内の直線
となる．また，fi+1 − fi が Morse 関数であるとき，fi+1 − fi の臨界点 pi が唯一に定まる．µ(pi)

を pi における fi+1 − fi のMorse指数とすると，∑3
i=1 µ(pi) = 2のとき f1, f2, f3 に付随する勾配

樹木が一意に得られ，graph(ϵdf1), graph(ϵdf2), graph(ϵdf3)に囲まれる概正則円盤の 1つが円盤か
ら 3直線に囲まれる三角形への双正則写像である Schwarz-Christoffel写像によって得られる（[9]，
[10] を参照）．ここで ϵ を 0 に近づけると，三角形の高さが徐々に低くなり，次第に線分に潰され，
勾配樹木による樹木の像と一致することがわかる（図 1）．本稿では，この様子を単位円盤から三角
形への Schwarz-Christoffel写像の代わりに 0, 1,∞を三角形の 3頂点に写す上半平面から三角形へ
の Schwarz-Christoffel写像を用い，0, 1,∞の近傍でそれぞれ ϵ ↓ 0の考察をすることによって定式
化する．まず，概正則写像を構成するのに必要な上半平面から三角形への Schwarz-Christoffel写像
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図 1 ϵ ↓ 0のイメージ（上が概正則円盤，下が勾配樹木）

を特異点である 0, 1,∞の付近で級数表示させる．その後，論文 [4]にならって特異点の近傍で変数
変換を行い，ϵ → 0とすると勾配樹木に一致することを確かめる．さらに，M = R2 においても同様
に示すことのできる場合があることも紹介する．

2 準備
2.1 勾配樹木と正則円盤
勾配樹木とは樹木と呼ばれる単体複体からリーマン多様体へのある写像のことである．本稿ではそ
の樹木として図 2の形のみを考える．図 2中の vi は外点，v は内点，ei は vi と v を結んだ線分とす
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図 2 本稿で扱う樹木

る．この場合における勾配樹木は以下のように具体的に定められる．

定義 2.1. M をリーマン多様体，g を多様体M がもつリーマン計量，T を図 2で定められた樹木，
f1, f2, f3 を任意の iに対して fi+1 − fi(f4 = f1)がモース関数となるようなM 上の実数値関数とす
る．連続写像 I : T −→ M が以下を満たすとする．

• I(vi)は fi+1 − fi のある臨界点 pi に一致する
• ei − {vi}を (−∞, 0]と同一視し，gradgf をM 上の実数値関数 f に関する勾配ベクトル場と
すると

dI|ei
dt

= −gradg(fi+1 − fi)

• I|e1(0) = I|e2(0) = I|e3(0)(=: I(v))



このとき，I またはその像をM 上の f1, f2, f3 に付随する勾配樹木という（[5]を参照）．

概正則円盤を定義する前にシンプレクティック多様体とそのラグランジュ部分多様体について定義
する．

定義 2.2. X を 2n次元実多様体とする．X が ω∧n 6= 0となるX 上の閉 2次形式 ωをもつとき，X
をシンプレクティック多様体という．Lを X の n次元部分多様体とし，ω|L = 0を満たすとき，L

を X のラグランジュ部分多様体という．

シンプレクティック多様体は 2次形式 ω と両立する概複素構造をもつ．

定義 2.3. J : X −→ hom(TX, TX) : p 7−→ Jp ∈ hom(TpX,TpX)が X の概複素構造であるとは，
X の任意の点 pに対して J2

p = −idTpX が成り立つものをいう．

以上を踏まえ，本稿で扱う 3個のラグランジュ部分多様体に囲まれるシンプレクティック多様体上
の概正則円盤を定義する．

定義 2.4. D を Cにおける原点中心の半径 1の開円盤，z1, z2, z3 を ∂D 上の反時計回りに順序づけ
された 3点とする．∂iD を zi−1 と zi を端点にもち，2点以外の点 zj を含まない円弧とする．また，
X をシンプレクティック多様体，L1, L2, L3 を X のラグランジュ部分多様体とする．そして，X,C
がもつ概複素構造をそれぞれ J, j とする．このとき，w : D −→ X が

dw ◦ j = J ◦ dw, w(∂iD) ⊂ Li, w(zi) ∈ Li ∩ Li+1 (i = 1, 2, 3, L4 = L1)

を満たすとき，それを L1, L2, L3 に囲まれる概正則円盤という（[5]を参照）．

特にX = T ∗Rn のとき，概正則円盤が満たす微分方程式はコーシー・リーマン方程式と一致する．
本稿ではこの場合，つまり T ∗M のM = Rn の場合について議論するため，以下 T ∗Rn 内の概正則
円盤のことを正則円盤と呼ぶ．

2.2 Schwarz-Christoffel写像
[9][10] では T ∗R や T ∗R2 内の正則円盤を Schwarz-Christoffel 写像を用いて具体的に構成した．

Schwarz-Christoffel写像とは，以下に述べるように上半平面やそれと等角同値な単位円盤から複素
平面内の多角形への双正則写像（等角写像）のことである．

定理 2.5 ([2]). P を w1, · · · , wn を反時計回りの順序で頂点に持ち，点 wi における内角が αiπ であ
る多角形の内部とする．f を f(∞) = wn を満たす上半平面から P への等角写像とする．このとき，
A,C ∈ Cと上半平面の境界上の点 z1, z2, . . . , zn−1 ∈ Rが存在して

f(z) = A+ C

∫ z n−1∏
k=1

(ζ − zk)
αk−1

dζ

と表され，f(zk) = wk(k = 1, 2, . . . , n− 1)が成り立つ．

定理中に登場した f(z)が Schwarz-Christoffel写像である（以下 SC写像と呼ぶことにする）．ち



なみに，単位円盤の内部は上半平面と等角同値であるから，変数変換を施すことで単位円盤から多角
形への双正則写像を考えることもできる．本稿では n = 3の場合について考察する．以下，主結果
の証明に使うため，定理 2.5の SC写像の z1, z2 と無限遠点∞の周りにおける級数表示について述
べる．また，複素平面上の相異なる 3点は一次分数変換によって 0, 1,∞に写すことができるので，
z1 = 0, z2 = 1の場合で考えればよい．SC写像 f(z)は以下の微分方程式

d2f

dz2
+

(
2∑

k=1

1− αk

z − zk

)
df

dz
= 0

を満たすことがわかる（[2]や [8]，[12]などにおける定理 2.5の証明を参照）．これにより，この微分
方程式の解を各特異点 z = z1, z2,∞付近で級数表示すればよい．

補題 2.6. 3点 x1, x2, x3 を頂点とする三角形に対して，頂点を番号通りに辿ると三角形の境界を反
時計回りに一周できると仮定する．また，三角形の頂点 x1, x2 における外角をそれぞれ πα1, πα2 と
する．このとき，上半平面から 3点 x1, x2, x3 を結んでできる三角形への SC写像 f で

f(0) = x1, f(1) = x2, f(∞) = x3

を満たすものは以下のように記述される．

f(z) = x1 +
x2 − x1

F (1− α1, α2, 2− α1; 1)
z1−α1F (1− α1, α2, 2− α1; z) (|z| < 1)

f(z) = x2 +
x1 − x2

F (α1, 1− α2, 2− α2; 1)
(1− z)1−α2F (α1, 1− α2, 2− α2; 1− z) (|1− z| < 1)

f(z) = x3 +
x2 − x3

F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; 1)
z1−α1−α2F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; z

−1) (
∣∣z−1

∣∣ < 1)

Proof. 今考えている微分方程式はガウスの超幾何微分方程式

z(1− z)
d2f

dz2
+ {γ − (α+ β + 1)} df

dx
− αβf = 0

において α = 0, β = α1 + α2 − 1, γ = α1 としたものである．まず，超幾何微分方程式の確定特異点
z = 0, 1,∞の近傍における解の級数表示は以下の通りである（[6]，[7]参照）．

f(z) = A1F (α, β, γ; z) +B1z
1−γF (α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ; z) (|z| < 1)

f(z) = A2F (α, β, α+ β − γ + 1; 1− z)

+B2(1− z)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ − α− β + 1; 1− z) (|1− z| < 1)

f(z) = A3z
−αF (α, α− γ + 1, α− β + 1; z−1) +B3z

−βF (β − γ + 1, β, β − α+ 1; ζ−1) (
∣∣z−1

∣∣ < 1)

ここで，α = 0, β = α1 + α2 − 1, γ = α1 とすれば，

f(z) = A1 +B1z
1−α1F (1− α1, α2, 2− α1; z) (|z| < 1)

f(z) = A2 +B2(1− z)1−α2F (α1, 1− α2, 2− α2; 1− z) (|1− z| < 1)

f(z) = A3 +B3z
1−α1−α2F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; z

−1) (
∣∣z−1

∣∣ < 1)

となる．最後に，f(0) = x1, f(1) = x2, f(∞) = x3 により Aj , Bj が求まる．



3 主定理とその証明
本節ではM = R,R2 における結果を述べる．初めにM = Rにおける結果から述べる．

定理 3.1. f1 = 0, f2 = a2x
2, f3 = a3x

2 + b3x とし，各 k = 1, 2, 3 に対して fk+1 − fk が Morse

関数で，pk を fk+1 − fk の唯一の臨界点，µ(pk) を pk における fk+1 − fk の Morse 指数とす
るとき，∑3

i=1 µ(pi) = 4 が成り立つとする．Ij を pj から出る fj+1 − fj による勾配曲線とし，
I1, I2, I3 によって f1, f2, f3 から得られる勾配樹木を構成されるとする．また，wϵ を上半平面から 3

つのラグランジュ部分多様体 graph(ϵdfj) に囲まれる三角形への SC 写像で，xj を graph(ϵdfj) と
graph(ϵdfj+1)の交点として

wϵ(0) = x1, wϵ(1) = x2, wϵ(∞) = x3

を満たすものとする．このとき，次が成り立つ．ただし，τ ∈ (−∞, 0), σ ∈ [0, 1]とする．

lim
ϵ↓0

wϵ

(
exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= I1(τ)

lim
ϵ↓0

wϵ

(
1− exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])
= I2(τ)

lim
ϵ↓0

wϵ

(
exp

[
−π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= I3(τ)

定理 3.1の証明に入る前に，勾配樹木と z と τ, σ の間の変換について言及する．まず，定理 3.1に
登場する勾配曲線 Ij は次のように書ける．

補題 3.2. 関数 fj+1 − fj = ax2 + bx + cの非退化な臨界点 pj を通る勾配曲線 Ij(t)は以下の通り
である．

Ij(t) =


− b

2a
(a > 0)

χi(0)e
−2at − b

2a
(a < 0)

証明は [9][10]に記載されている．また，定理 3.1における f1, f2, f3 が定理 3.1中の仮定を満たす
とき，勾配樹木が一意に得られることも [9][10] で示されている．次に変数変換について説明する．
定理 3.1における ϵ ↓ 0としたときの結果はそれぞれ上から |z| < 1, |1− z| < 1, |z−1| < 1における
解析の結果であることに留意すべきである．例えば，一つ目の結果で使用した変換は，原点を中心と
した半円 {|z| < 1; Imz ≥ 0}から幅 1の帯への変換を意味する（図 3）．この変換は実際に [4]におい
て使われていたものである．以上を踏まえて定理 3.1を証明する．

Proof.（定理 3.1の証明）
初めに a2 < 0, a3 > 0, b3 > 0の場合において成り立つことを示す．3点 x1, x2, x3 を頂点に持つ三
角形の x1, x2 における外角をそれぞれ πα1, πα2 とすると

πα1 = π + arctan 2a2ϵ, πα2 = arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ



z 7−→ log z = τπ/ϵ+ iσ
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図 3 |z| < 1における変換

となる．これから補題 2.6を用いて 3点 z = 0, 1,∞の近傍における wϵ の級数展開をし，z を τ, σ

で変換し，ϵに関して極限をとる．まず，|z| < 1において wϵ は以下のように記述される．{
− b3
2(a3 − a2)

− a2b3ϵ

a3 − a2
i

}
1

F (1− α1, α2, 2− α1; 1)
z1−α1F (1− α1, α2, 2− α1; z)

ここで z = exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)]
として ϵ ↓ 0を考えると，

F (1− α1, α2, 2− α1; 1) =
Γ(2− α1)Γ(1− α2)

Γ(2− α1 − α2)

=
Γ(1− (arctan 2a2ϵ)/π)Γ(1− (arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ)/π)

Γ(1− (arctan 2a3ϵ)/π)
−→ 1

(
exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])(− arctan 2a3ϵ)/π

=
(
exp

[π
ϵ
τ
]
+ exp[πit]

)(− arctan 2a3ϵ)/π

= exp

[
−arctan 2a2ϵ

ϵ
τ

]
exp[−iσ arctan 2a2ϵ] −→ exp[−2a2τ ]

F

(
1− α1, α2, 2− α1; exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= F

(
−arctan 2a2ϵ

π
,
arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ

π
, 1− arctan 2a2ϵ

π
; exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
−→ 1

となるので，
wϵ

(
exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
−→ − b3

2(a3 − a2)
e−2a2τ = I1(τ)

が成り立つ．|1− z| < 1において wϵ は以下のように記述される．

− b3
2(a3 − a2)

− a2b3ϵ

a3 − a2
i−
{
− b3
2(a3 − a2)

− a2b3ϵ

a3 − a2
i

}
1

F (α1, 1− α2, 2− α2; 1)

· (1− z)1−α2F (α1, 1− α2, 2− α2; 1− z)

ここで，1− z = exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)]
として ϵ ↓ 0を考えると，

F (α1, 1− α2, 2− α2; 1) =
Γ(2− α2)Γ(1− α1)

Γ(2− α1 − α2)

=
Γ(2− (arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ)/π)Γ((− arctan 2a2ϵ)/π)

Γ(1− (arctan 2a3ϵ)/π)
−→ +∞



(
exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])1−(arctan 2a3ϵ−arctan 2a2ϵ)/π

= exp
[π
ϵ
τ
]
exp

[
−arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ

ϵ
τ

]
exp

[
−πi

(
1− arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ

π

)
t

]
−→ 0

F

(
α1, 1− α2, 2− α2; exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])
= F

(
−− arctan 2a2ϵ

π
,
arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ

π
, 1− arctan 2a2ϵ

π
; exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])
−→ 1

となるので，
wϵ

(
1− exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])
−→ − b3

2(a3 − a2)
= I2(τ)

が成り立つ．|z|−1
< 1において wϵ は以下のように記述される．

− b3
2a3

+

{
− b3
2(a3 − a2)

− a2b3ϵ

a3 − a2
i+

b3
2a3

}
1

F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; 1)

· z1−α1−α2F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; z
−1)

ここで，z = exp

[
−π

(
1

ϵ
τ + iσ

)]
として ϵ ↓ 0を考えると

F (α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; 1) =
Γ(α1 + α2)Γ(1− α2)

Γ(α1)

=
Γ(1 + (arctan 2a3ϵ)/π)Γ(1− (arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ)/π)

Γ(1 + (arctan 2a2ϵ)/π)
−→ 1

(
exp

[
−π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])−(arctan 2a3ϵ)/π

exp

[
arctan 2a3ϵ

ϵ
τ

]
exp[it arctan 2a3ϵ] −→ e2a3τ

F

(
α2, α1 + α2 − 1, α1 + α2; exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= F

(
arctan 2a3ϵ− arctan 2a2ϵ

π
,
arctan 2a3ϵ

π
, 1 +

arctan 2a3ϵ

π
; exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
−→ 1

となるので，

wϵ

(
exp

[
−π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
−→ − b3

2a3
+

{
− b3
2(a3 − a2)

+
b3
2a3

}
e2a3τ = I3(τ)

が成り立つ．以上の議論から，a2 < 0, a3 > 0, b3 > 0において定理 3.1が成り立つことがわかる．同
様にすると，a2 < 0, a3 > 0, b3 < 0 としても成り立つことがわかり，さらには 0 < a2 < a3, a2 <

a3 < 0の場合でも成り立つこともわかる．

定理 3.1により，M = R2 において次がわかる．



定理 3.3. f1 = 0, f2 = a2x
2 + b2y

2, f3 = a3x
2 + b3y

2 + c3x + d3y として，各 k = 1, 2, 3 に対し
て fk+1 − fk がMorse関数であり，pk, µ(pk)を定理 3.1と同様に定義するとき，∑3

i=1 µ(pi) = 4が
成り立つとする．Ij を pj から出る fj+1 − fj による勾配曲線とし，I1, I2, I3 によって f1, f2, f3 か
ら得られる勾配樹木を構成されるとする．また，wϵ を上半平面から 3つのラグランジュ部分多様体
graph(ϵdfj)に囲まれる三角形への SC写像で，xj を graph(ϵdfj)と graph(ϵdfj+1)の交点として

wϵ(0) = x1, wϵ(1) = x2, wϵ(∞) = x3

を満たすものとする．このとき，次が成り立つ．ただし，τ ∈ (−∞, 0), σ ∈ [0, 1]とする．

lim
ϵ↓0

wϵ

(
exp

[
π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= I1(τ)

lim
ϵ↓0

wϵ

(
1− exp

[
π

(
1

ϵ
τ − iσ

)])
= I2(τ)

lim
ϵ↓0

wϵ

(
exp

[
−π

(
1

ϵ
τ + iσ

)])
= I3(τ)

Proof. [9][10] において，仮定を満たす fk たちから得られる R2 上の勾配樹木と fk たちから得ら
れる graph(ϵdfk) に囲まれる T ∗R2 内の正則円盤は具体的に構成されている．まず，Morse 関数
fj+1 − fj = ax2 + by2 + cx+ dy の臨界点 pj から出る勾配曲線 Ij(t)は次の式で記述できる．

Ij(t) =

(
C1 exp[−2at]
C2 exp[−2bt]

)
+ pj (C1, C2 ∈ R)

特に，a, b > 0の場合は C1, C2 = 0となり，a > 0 > bまたは a < 0 < bの場合は C1C2 = 0が成り
立ち，a, b < 0の場合は I(0) = pj となるように適当に C1, C2 をとることができる（[9][10]参照）．
また，正則円盤は以下の方法で得られる．T ∗R2 上の点を (x, y, ξx, ξy)と書き，(x, y)を R2 上の点，
(ξx, ξy)を (x, y)上のファイバー成分とする．今，射影 π1, π2 : T ∗R2 → R2 を

π1 : (x, y, ξx, ξy) 7→ (x, ξx), π2 : π1 : (x, y, ξx, ξy) 7→ (y, ξy)

で定義する．このとき，次が成り立つ．

π1(graph(ϵdf1)) = {(x, 0) : x ∈ R} , π1(graph(ϵdf2)) = {(x, 2a2x) : x ∈ R}
π1(graph(ϵdf3)) = {(x, 2a3x+ c3) : x ∈ R} , π2(graph(ϵdf1)) = {(y, 0) : y ∈ R} ,
π2(graph(ϵdf2)) = {(y, 2b2y) : y ∈ R} , π2(graph(ϵdf3)) = {(y, 2b3y + d3) : y ∈ R}

このことから π1(T
∗R2)内に 3直線 π1(graph(ϵdf1)), π1(graph(ϵdf2)), π1(graph(ϵdf3))に囲まれる

三角形，π2(T
∗R2)内に 3直線 π2(graph(ϵdf1)), π2(graph(ϵdf2)), π2(graph(ϵdf3))に囲まれる三角

形ができる．以上から
(x, ξx) ↔ x+

√
−1ξx, (y, ξy) ↔ y +

√
−1ξy

で R2 を Cと同一視し，
(x, y, ξx, ξy) ↔ (x+

√
−1ξx, y +

√
−1ξy)

で T ∗R2 を C2 と同一視することにより，上半平面から前者の三角形への SC写像を uϵ，後者の三角
形への SC写像を vϵ とすると，wϵ(z) = (uϵ(z), vϵ(z))はコーシー・リーマン方程式と境界条件を満



たす．定理 3.3中の wϵ はこのことを指す．また，射影 ϕ1, ϕ2 : R2 → Rを

ϕ1 : (x, y) 7→ x, ϕ2 : (x, y) 7→ y

で定義する．このとき，uϵ, vϵ に対して定理 3.1を適用すると，uϵ は ϕ1(I1), ϕ1(I2), ϕ1(I3)へ，vϵ は
ϕ2(I1), ϕ2(I2), ϕ2(I3)へ近づくことがわかる．これにより命題が示された．
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