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概要

余イデアル部分代数は量子等質空間の定式化として知られており，ホップ代数の理論における
部分群に対応する概念とも考えられている．本講演では「量子線形空間の持ち上げ」と呼ばれる
クラスのホップ代数の余イデアル部分代数の分類に関する結果を与える．応用として 1の冪根に
おける SL2 型の量子群 uq (sl2) および量子座標環 Oq (SL2) の余イデアル部分代数のリストを
与える．

1 導入
アフィン群スキーム G は米田の補題によって可換ホップ代数 H := O (G) に対応する [Wat79]．

さらにその閉部分群スキームによる剰余類空間がアフィンであるとき，対応する可換代数は，H の
余イデアル部分代数と呼ばれるものとなる．Takeuchi [Tak79]はアフィンであるようなGの剰余類
空間を

H が A-加群として忠実平坦である (1.1)

という性質を満たすような H の余イデアル部分代数 Aとして特徴づけた．
一方で，量子群の研究の進展とともに量子等質空間，つまり量子群が上手く作用する空間が考えら

れ始めた. そこで Müller と Schneider は量子等質空間を抽象的に扱う枠組みを考えるために，これ
まで具体的な形で現れていた量子等質空間たちの忠実平坦性などの性質を調べ，条件 1.1を満たす余
イデアル部分代数を一般のホップ代数H に対する等質空間とみなすことを提唱した [MS99]．このよ
うな経緯から，余イデアル部分代数はホップ代数および量子群の理論において重要な研究対象である
と認識されている．実際，余イデアル部分代数に関して様々な研究が行われていることが [OWR15]

から見受けられる．
本研究では主に有限次元の可換とは限らないホップ代数を考える．その際に極めて重要なのが

Skryabin による次の結果である．

定理 1.1 ([Skr07, Theorem 6.1]). H を有限次元ホップ代数，AをH の余イデアル部分代数とする．
このとき H は自由 A-加群である．特に dimH は dimAで割り切れる．
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これより有限次元ホップ代数の任意の余イデアル部分代数は条件 1.1を満たすことがわかる．また有
限群 G上の等質空間 (つまり推移的な G-集合)は，Gのある部分群による剰余類の集合と同型であ
るから，Gの部分群に対応していると考えられる．さらに有限群の群環やその双対の余イデアル部分
代数はその群の部分群と対応していることも示される．これらのことから，有限次元ホップ代数の余
イデアル部分代数は有限群の部分群のようなものであると考えられている [CW14].

さて，以上に述べたことからホップ代数の余イデアル部分代数の分類は重要な問題とされる．例え
ば qが 1の冪根でない量子群 Uq (g)の場合，群的元を全て含むような余イデアル部分代数の分類は既
に完了している [HS13, Theorem 7.3], [HK12, Theorem 3.8]．また群的元を全て含まない場合もあ
る条件のもとで分類の結果がある [HK13, Theorem 2.15]．さらに Vocke [Voc18] によって，Uq (g)

の群的元全体の集合との共通部分が部分ホップ代数となるような余イデアル部分代数の生成元も考え
られており，その応用として Uq (sl2)と Uq (sl3)の余イデアル部分代数の生成元のリストが与えられ
ている．他にもそれぞれ Chirvasitu-Kasprzak-Szulim [CKS20] と Burciu [Bur15] によって，タフ
ト代数と余中心カッツ代数と呼ばれるクラスの有限次元ホップ代数の場合も分類されている．
本稿では有限次元ホップ代数の余イデアル部分代数の分類に関する結果を紹介する．特に双対ホッ

プ代数および，Andruskiewitsch-Schneider [AS98] によって導入された「量子線形空間の持ち上げ」
と呼ばれるクラスのホップ代数の場合を考える．最後に以上の議論の応用として 1の冪根における量
子群 uq(sl2)およびその座標環 Oq(SL2)の余イデアル部分代数の分類リストを与える．

2 ホップ代数と余イデアル部分代数
定義 2.1 (余代数，ホップ代数，点状ホップ代数). 線形空間C が線形写像∆ : C → C⊗C, ε : C → k

を持ち，これらが

(idC ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ idC) ◦∆
(idC ⊗ ε) ◦∆ = idC = (ε⊗ idC) ◦∆

を満たすとき C を余代数という．この ∆, ε はそれぞれ余積，余単位と呼ばれる．また余積 ∆ を，
∆(c) = c(1) ⊗ c(2) と表す（Sweedler記法）．
代数 H が余代数であり余積と余単位がともに代数射であるとする．さらにm : H ⊗H → H を代

数 H の積とするとき，Homk (H,H)は

f ∗ g := m ◦ (f ⊗ g) ◦∆ (f, g ∈ Homk (H,H))

で定まる積に関して代数となる．idH ∈ Homk (H,H) がこの積に関する逆元 S ∈ Homk (H,H) を
もつとき，H をホップ代数という．この S は対合射と呼ばれる．
C を余代数とする．C の単純部分余代数がすべて 1次元のとき，C を点状余代数という．特に C

がホップ代数のとき，C を点状ホップ代数という．

定義 2.2 (余イデアル部分代数). ホップ代数 H の部分代数 Aが右余イデアル，すなわち

∆(A) ⊂ A⊗H



を満たすとき，Aを右余イデアル部分代数という．左余イデアル部分代数も同様に定義される．本稿
では余イデアル部分代数といえば右余イデアル部分代数をさすことにする．

定義 2.3 (群的元，歪原始元). H をホップ代数とする．

G(H) = {g ∈ H | ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1} .

の元を群的元といい，

Pg,h(H) = {p ∈ H | ∆(p) = p⊗ g + h⊗ p} (g, h ∈ G(H))

の元を (g, h)-歪原始元という．

有限次元ホップ代数について次の事実が知られている：

定理 2.4. 有限次元ホップ代数 H の双対空間 H∗ は，余積と余単位を次のように定めることにより
ホップ代数となる：

f(1)(a)⊗ f(2)(b) = f(ab), ε (f) = f(1) (f ∈ H∗, a, b ∈ H) .

3 双対ホップ代数の余イデアル部分代数
H を有限次元ホップ代数とし，Aを H の余イデアル部分代数とする．

定義 3.1. H の右余イデアル部分代数 Aに対し

A+ := A ∩Ker (ε)

とおく．H/A+H は H の商余代数として左 H-加群余代数になっており，その双対空間 (H/A+H)
∗

は右 H∗-余加群代数，つまり H∗ の右余イデアル部分代数とみなせる．

双対ホップ代数の余イデアル部分代数の分類において次の定理が重要である：

定理 3.2 ([Mas92, Proposition 2.10]，[Skr07, Corollary 6.5]). 対応 A 7→ (H/A+H)
∗ はH の余イ

デアル部分代数と，H∗ の余イデアル部分代数の間の全単射を与える．

この A に対応する (H/A+H)
∗ の良い表示を得るために記号を導入しよう．L と K を有限次元

ホップ代数とし，C(K)で K の余イデアル部分代数全体の集合を表すことにする．ホップ代数の同
型射 ϕ : K → L∗ が与えられたとする．以下，k ∈ K と ℓ ∈ Lに対し (k, ℓ) := ϕ(k)(ℓ)とする．こ
のとき定理 3.2の対応と同型写像 ϕ : K → L∗ を組み合わせて得られる写像

C(L) → C(K) ; A 7→ A♢ := ϕ−1
((

L/A+L
)∗)

は全単射となる．このときK には ϕを通して，L∗ の右 L-加群構造から誘導される右 L-加群の構造
が入る．この L-作用を↼で表す．つまり

k ↼ ℓ =
(
k(1), ℓ

)
k(2) (k ∈ K, ℓ ∈ L).

以上の記号のもとで次が成り立つ：



補題 3.3. A ∈ C(L)に対して

A♢ = {k ∈ K | k ↼ a = ε(a)k for all a ∈ A}

が成り立つ．

証明. ϕ : K → L∗ はホップ代数の同型であるから，

(k ↼ ℓ, ℓ′) =
(
k(1), ℓ

) (
k(2)ℓ

′) = (k, ℓℓ′) (k ∈ K, ℓ, ℓ′ ∈ L) . (3.1)

k ∈ A♢，a ∈ A とする．このとき A♢ の定義より，任意の x ∈ A+L に対して (k, x) = 0 である．
a+ := a− ε(a)1は A+ に含まれるから，任意の ℓ ∈ Lに対して

(k ↼ a, ℓ)− (ε(a)k, ℓ) =
(
k ↼ a+, ℓ

) (3.1)
=

(
k, a+ℓ

)
= 0

を得る．(−,−)の非退化性より，k ↼ a = ε(a)k．以上より “⊂”がわかった. 逆を示そう．k ∈ K

を任意の a ∈ A に対して k ↼ a = ε(a)k となるような元とする．a ∈ A+ と ℓ ∈ L に対して，
ε(a) = 0だから

ϕ(k)(aℓ) = (k, aℓ)
(3.1)
= (k ↼ a, ℓ) = (ε(a)k, ℓ) = 0

が成り立つ．従って k ∈ ϕ−1
(
(A+L)

∗)がわかり証明が完了した．
この A♢ の次元に関して次のことが成立する：

命題 3.4. dimA♢ = dim(H)/ dim(A)が成り立つ．

証明. H は左A-加群かつ右 (H/A+H)-余加群としてA⊗ (H/A+H)と同型である [Skr07, Theorem

6.1]．従って，

dim (H) = dim(A) · dim
(
H/A+H

)
= dim(A) · dim

(
A♢)

となる．

4 量子線形空間の持ち上げ
ニコルス代数は対称代数の一般化のようなものであり，有限次元点状ホップ代数の分類を背景に盛

んに研究されてきた．量子線形空間とは，対角型と呼ばれるクラスのニコルス代数のうち最も基本的
なものである．Andruskiewitsch と Schneider [AS98]は有限次元量子線形空間の持ち上げとして得
られる有限次元点状ホップ代数の分類を行なった．本節では分類の結果として得られるホップ代数
U(D)の定義を紹介し，小さい量子群 uq (sl2)がこのクラスに含まれることを説明する．U(D)の余
イデアル部分代数については次節で議論する．
θ を正整数とする．データ

D =
(
Γ, (gi)1≤i≤θ , (χi)1≤i≤θ , (λij)1≤i<j≤θ , (µi)1≤i≤θ

)
(4.1)

は以下のようなものとする：



• Γは有限アーベル群である．
• gi ∈ Γ，χi ∈ Γ̂ := Hom (Γ,k×)である．但し，

χi (gi) 6= 1, χi (gj)χj (gi) = 1 (i, j = 1, · · · , θ ; i 6= j).

であることを要請する．
• λij ∈ kである．但し，gigj = eまたは χiχj 6= εのとき λij = 0 であることを要請する．こ
こに eおよび εは，Γおよび Γ̂の単位元である．

• µi ∈ {0, 1}とする．但し，gNi
i = eまたは χNi

i 6= εのとき，µi = 0であることを要請する．
ここに Ni は χi (gi)の位数である．

定義 4.1. 式 (4.1)のデータ D が与えられたとき，ホップ代数 U(D)が次のように定義される：

生成元 ug (g ∈ Γ), xi (i = 1, · · · , θ).
関係式 ue = 1, uguh = ugh, ugxi = χi(g)xiug, xNi

i = µi

(
1− uNi

gi

)
xjxi = χi (gj)xixj + λij

(
1− ugiugj

)
, (g, h ∈ Γ, i, j ∈ {1, · · · , θ}, i < j)．

ホップ代数構造 ug ∈ G(U(D)) , xi ∈ Pugi
,1 (U(D)) , .

以降 ug (g ∈ G)を単に g と書くことにする．

例 4.2. N > 1を奇数とし，q を 1の原始 N 乗根とする．(4.1)のデータ D を次のように定める：

θ = 2, Γ =
⟨
g | gN = e

⟩
, g1 = g2 = g, χ1(g) = q2, χ2(g) = q−2, λ12 = 1, µ1 = µ2 = 0. (4.2)

このときホップ代数 U (D)は次のようになる：

生成元 g, x1, x2

関係式 gN = 1, gx1 = q2x1g, gx2 = q−2x2g, xN
1 = xN

2 = 0, x2x1 = q2x1x2 + 1− g2.

ホップ代数構造 g ∈ G(U(D)) , x1, x2 ∈ Pg,1 (U(D)) , ε(g) = 1, ε (x1) = ε (x2) = 0.

このホップ代数 U (D)の生成元をK = g，E = x1，F =
(
q − q−1

)−1
g−1x2 ととりなおすと，関

係式とホップ代数構造は

KN = 1, KE = q2EK, KF = q2FK, EN = FN = 0, EF − FE =
K −K−1

q − q−1
,

∆(K) = K ⊗K, ∆(E) = E ⊗K + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 +K−1 ⊗ F.

となる．すなわちデータ (4.2)から得られるホップ代数 U (D)は，よく知られた小さい量子群 uq (sl2)

と同じものである．

5 主結果
5.1 小さい量子群 uq (sl2)の余イデアル部分代数

記号は定義 4.1のとおりとする．ホップ代数 U (D)の余イデアル部分代数について議論するため
に，まずは記号を準備しよう．Gを Γの部分群とし，G⊥ = {χ ∈ Γ̂ | χ(g) = 1 for all g ∈ G} とす



る．添字集合 {1, 2, . . . , θ}に同値関係 ∼G を

i ∼G j ⇐⇒ gi ≡ gj (mod G) かつ χi ≡ χj (mod G)⊥

で定め，[j]で j の ∼G に関する同値類を表す．[j] = {i1, . . . , in} (i1 < · · · < in)とし，

ξj (c1, · · · , cn, a) = gj

n∑
s=1

csg
−1
is

xis + agj (c1, · · · , cn, a ∈ k) .

と定める．このとき ξ := ξj (c1, · · · , cn, a)は

∆(ξ) = ξ ⊗ gj +

n∑
s=1

csgjg
−1
is

⊗ xis ∈ (kξ + kG)⊗ U(D)

を満たす．さらに n× n行列 C とベクトル a ∈ kn が与えられたとき，

X(j, C,a) = {ξj (cr1, . . . , crn, ar) | r = 1, · · · , n} ,

とおく．但し cr,s は C の (r, s)-成分で，ar は aの r-成分である．最後にある行列 C と a ∈ k
n の

組 (C,a)が

(RD1) C は簡約階段形をもつ．
(RD2) χj 6≡ ε

(
modG⊥)のとき a = 0．

(RD3) C の r-列目が 0のとき ar = 0．

の 3条件を満たすとき，(C,a)を同値類 [j]の簡約データと呼ぶことにする．以上の準備のもとで次
が成り立つ：

定理 5.1. Aを U(D)の余イデアル部分代数とする．

G = A ∩ Γ (5.1)

とし，{j1, · · · , jm}を ∼G の同値類の完全代表系とする．このとき

G ∪X (j1, C1,a1) ∪ · · · ∪X (jm, Cm,am) (5.2)

が Aを生成するような，[jk] (k = 1, . . . ,m)の簡約データ (Ck,ak)が存在する．

注意 5.2. 定理 5.1 は U(D) の余イデアル部分代数の完全な分類を与えるものではないことに注意
されたい．Γ の部分群 G と簡約データ (Ck,ak) (k = 1, . . . ,m) が与えられたとき (5.2) によって
余イデアル部分代数 A が生成されるが，一般に条件 5.1 は成り立つとは限らない．すなわち U(D)

の余イデアル部分代数の分類を完了するには，このように得られた余イデアル部分代数 Aに対して
A ∩ Γ = Gが成り立つか否かを調べなければならぬ．

以下では U(D)を例 4.2のものとし，これに定理 5.1を適用する．Aを U(D)の余イデアル部分代
数とする．G = A ∩ Γとおくとき，Gは {e}か，N でない N のある正の約数 r ∈ Zに対して 〈gr〉
のいずれかである．



G = {e}のとき このとき G⊥ = Γで，1 ∼G 2である．[1] = {1, 2}に対する簡約データ (C,a)は
α, β ∈ kとして次のものたちである：((

0 0
0 0

)
,

(
0
0

))
,

((
1 α
0 0

)
,

(
β
0

))
,

((
0 1
0 0

)
,

(
β
0

))
,

((
1 0
0 1

)
,

(
α
β

))
.

これらに対応する Aは，

uαβ = x1 + αx2 + βg, wβ = x2 + βg, vα = x1 + αg

とおくとき，それぞれ k，〈uα,β〉，〈wβ〉，〈vα, wβ〉 である．
G = ⟨gr⟩ (r | N,r ̸= N)のとき N は奇数という仮定より，1 ≁G 2 となる．従って A は 〈gr〉，

〈gr, x1〉，〈gr, x2〉，〈gr, x1, x2〉 のいずれかである．

U(D)の余イデアル部分代数の分類を完了させるために，上記で得られた余イデアル部分代数が条
件 5.1を満たすか否かをを調べよう．

A = ⟨uα,β⟩のとき Aは可換であり，eを除く Γの各元は uα,β と可換でないから A ∩ Γ = {e}で
ある．

A = ⟨vα,wβ⟩のとき 直接的な計算により

wβvα − q2vαwβ = 1 +
{
αβ

(
1− q2

)
− 1

}
g2

を得る．よって

αβ =
(
1− q2

)−1
(5.3)

を満たすとき，
{
vmα wn

β | m,n = 0, · · · , N − 1
}
が Aの基底となり，A ∩ Γ = {e}を満たす．

また式 (5.3)が成り立たないとき g2 ∈ Aとなる．つまり A ∩ Γ = {e}となることの必要十分
条件は式 (5.3)が成り立つことである．

A = ⟨gr, x1, x2⟩のとき x1x2 を計算することにより

g2 = q−2x1x2 − x2x1 + 1 ∈ A

を得る．N は奇数であり，r は N の約数だから g ∈ Aである．よって A ∩ Γ = 〈gr〉となる
ことの必要十分条件は r = 1である．

その他 A = 〈gr〉 , 〈gr, x1〉 , 〈gr, x2〉のとき A ∩ Γ = 〈gr〉となることは明らかである．

以上により 1の冪根における uq (sl2)の余イデアル部分代数の分類が完了した．

定理 5.3. 1の冪根における量子群 U(D) ∼= uq (sl2)の余イデアル部分代数は以下で全てである：

U(D), 〈gr〉 , 〈gr, x1〉 , 〈gr, x2〉 (r ∈ Zは N の正の約数) ,

〈uαβ〉 (α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0)), 〈wβ〉 (β ∈ k, β 6= 0),

〈vα, wβ〉
(
α, β ∈ k s.t. αβ =

(
1− q2

)−1
)
.

注意 5.4. q が 1の冪根でない Uq (sl2)の場合に関して，Vocke [Voc18] は A ∩G(Uq (sl2))が部分
ホップ代数となるような余イデアル部分代数 A ⊂ Uq (sl2)を分類している．我々が分類した，q が 1

の冪根である uq (sl2)の余イデアル部分代数はすべて [Voc18] の分類リストにも含まれている．



5.2 量子座標環 Oq (SL2)の余イデアル部分代数

まず Oq (SL2)について簡単にまとめておこう．q を 1の冪根，N を奇数，r ∈ Zを N の正の約
数とする．Oq (SL2)は次のように定義されるホップ代数である：

生成元 a, b, c, d

関係式 ba = qab, ca = qac, db = qbd, dc = qcd, bc = cb, ad = q−1bc+1, da = qbc+1

aN = dN = 1, bN = cN = 0.

ホップ代数構造 ∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c, ∆(b) = a⊗ b+ b⊗ d, ∆(c) = c⊗ a+ d⊗ c,

∆(d) = c⊗ b+ d⊗ d, ε(a) = ε(d) = 1, ε(b) = ε(c) = 0.

Oq (SL2)の定義において，dは可逆元だから a =
(
q−1bc+ a

)
d−1 と書ける．よって

Oq (SL2) :=
⟨
b, c, d | dN = 1, bN = cN = 0, db = qbd, dc = qcd, bc = cb

⟩
と表すことができ，このとき {

bicjdk | 0 ≤ i, j, k ≤ N − 1
}

(5.4)

が Oq (SL2)の基底となる．さらに Oq (SL2) ∼= uq (sl2)
∗ が成り立つ．また Oq (SL2)の uq (sl2)に

よる作用を “ ▷ ”で表すとき

gr ▷ bicjdk = qr(−i+j−k)bicjdk (5.5)

となる．以上の同型 Oq (SL2) ∼= uq (sl2)
∗ や uq (sl2)による作用については [Zac19]が詳しい．

さて，補題 3.3によって uq (sl2)の量子座標環 Oq (SL2)の余イデアル部分代数も決定される．

定理 5.5. 量子座標環 Oq (SL2)の余イデアル部分代数は，補題 3.3の記号と定理 5.3の余イデアル
部分代数を用いて以下で全てである：

U(D)♢, 〈gr〉♢ , 〈gr, x1〉♢ , 〈gr, x2〉♢ , 〈uαβ〉♢ , 〈wβ〉♢ , 〈vα, wβ〉♢ .

最後に 〈gr〉♢ の生成元を求めてみよう．ε (gr) = 1 であるから補題 3.3 と式 (5.5) より，
qr(−i+j−k)bicjdk = bicjdk を満たす bicjdk で生成される代数が 〈gr〉♢ である．従って

r(−i+ j − k) ≡ 0 (mod N) ⇐⇒ −i+ j − k =
N

r
l (l ∈ Z) ⇐⇒ k = −i+ j − N

r
l

より
{
bicjd−i+j−N

r l | 0 ≤ i, j ≤ N − 1, l ∈ Z
}
が 〈gr〉♢ の基底となる．生成元で書けば 〈gr〉♢ =⟨

bd−1, cd, d
N
r

⟩
である．また dim 〈gr〉♢ = rN2 も容易にわかり，dim 〈gr〉 = N

r であるから
N
r ·

rN2 = N3 となり，これは命題 3.4の結果とも合致している．
他の Oq (SL2) の余イデアル部分代数の基底や生成元について，〈gr, x1〉♢ , 〈gr, x2〉♢ は 〈gr〉♢ と

同様な uq (sl2)による作用によって決定でき，〈gr, x1〉♢ =
⟨
cd, d

N
r

⟩
，〈gr, x2〉♢ =

⟨
bd−1, d

N
r

⟩
とな

る．〈uαβ〉♢ , 〈wβ〉♢ , 〈vα, wβ〉♢ の場合は，作用が複雑になり同じ方法では難しいと思われるが，基
底 (5.4)の代わりに Oq(SL2)の PBW 基底 [RS19]を用いると作用が比較的簡単になる．現在はこ
の基底を用いて，〈uαβ〉♢ , 〈wβ〉♢ , 〈vα, wβ〉♢ の基底や生成元について研究中である．
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