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概要
集合値半標準盤は，半標準盤の 1つの一般化であり Grothendieck多項式を組み合せ論的に表
示するため Buch によって導入された．本講演では，Grothendieck 多項式のある特殊値を導出
し，その応用として集合値半標準盤の個数が奇数であることを示す．また，集合値半標準盤の個
数の明示公式を与える．さらに，歪 Grothendieck多項式に対しても同様の特殊値と，歪集合値
半標準盤の個数の奇数性が得られたので，時間が許す範囲でそれも合わせて述べる．本講演の内
容は，神戸大学大学院理学研究科の信川喬彦氏と藤井大計氏との共同研究に基づくものである．

1 導入
ここでは，まず本研究の背景と動機を述べる．次に，本講演で扱う対象の定義を書く．

1.1 背景と動機
Grothendieck 多項式は，旗多様体の K 理論の研究における Schubert 多項式の 1 つの一般化で

あり Lascouxと Schützenberger により導入された [8, 9]．その中で，stable Grothendieck 多項式
は Grassmann 多様体の K 理論において Schubert 類を表現するものであり Schur 多項式の一般化
に相当する．ここでは stable Grothendieck多項式について考え，以後単に Grothendieck多項式と
述べる．集合値半標準盤は，半標準盤の 1 つの一般化であり Grothendieck 多項式を組み合せ論的
に表示するため Buchによって導入された [1]．半標準盤とは，整数の分割 λを図形で表現したもの
(Young 図形)へ正の整数を割り当てて得られる図のことである．半標準盤により，Schur 多項式を
組み合せ論に表示でき，またそれを定義とすることもできる．Schur 多項式は，表現論において n

次対称群 Sn または一般線型群 GLn(C) の指標になっている．また，Schur 多項式は整数係数対称
多項式環 Z[x1, x2, . . . , xn]

Sn (xi ∈ C)の 1組の基底を成す．前述した通り，集合値半標準盤により
Grothendieck多項式が組み合せ論に定義でき，Schur多項式に類似した結果が多く知られている (小
節 1.3, 1.4参照)．本講演では，Schur多項式と Grothendieck多項式の組み合せ論的定義を採用し議
論を進める．
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これまで，与えられた整数の分割 λと変数の個数 nのみから集合値半標準盤の個数を計算する明
示的な公式は知られていなかった．他方，半標準盤の場合には以下のような簡明な公式が広く知られ
ている．整数の分割 λに対する n変数の半標準盤全体の集合を SST(λ, n)と書く．このとき，

|SST(λ, n)| =
∏

1≤i<j≤n

λi − λj + j − i

j − i
(1.1)

=
∏

(i,j)∈λ

n+ j − i

hi,j
. (1.2)

ここで，hi,j は hook length と呼ばれ，整数の分割 λ から簡単に計算できる組み合せ論的な値であ
る．本研究の動機は，集合値半標準盤の個数に対しても (1.2) に類似した明示公式を与えることで
あった．しかし，いくつかの簡単な整数の分割と小さな変数の個数に対し集合値半標準盤の個数が大
きな素数となることからそのような公式は望めないことが分かった．他方，実験により集合値半標準
盤の個数は常に奇数個であることを予想し証明を与えた (系 2.1)．このことは，一般に半標準盤の場
合には起こらないことである．また，(1.1) に類似した集合値半標準盤の個数の明示公式を得た (系
2.2)．これらの実験と小節 2.1に述べる主結果の証明には，Weylの恒等式 (1.6)を用いた．

1.2 分割と Young図形
l を正の整数とする．整数 l の分割とは，広義単調減少の非負整数列 λi が以下を満たすものであ
り，λ ⊢ lと表記する．

λ = (λ1, λ2, . . . , λr),

r∑
i=1

λi = l.

整数の分割 λ ⊢ l に対し，(λ1, . . . , λr)と (λ1, . . . , λr, 0)を同じものと見なす．整数の分割 λの長さ
を，λr > 0かつ λr+1 = 0となる最小の r の値と定め，r = ℓ(λ)と書く．
整数の分割 λ ⊢ lに対して集合

{(i, j) ∈ (Z>0)
2 | 1 ≤ i ≤ ℓ(λ), 1 ≤ j ≤ λi}

を Young図形という．行列の場合と同様に，第一成分 iを行，第二成分 j を列と呼ぶ．整数の分割と
Young図との間には一対一の対応があるため，以下これらを同一視する．整数の分割 λ ⊢ lを Young

図形の形 (かたち)という．ここでは，Young図形を λi (1 ≤ i ≤ ℓ(λ))個の正方形を横一列にそれぞ
れ並べ，それらを左上に寄せて得られる図にて表す．例えば，整数の分割 λ = (6, 6, 5, 1) ⊢ 18に対
する Young図形は以下である:

λ =
.

Young図形の正方形をここでは箱と呼び，(i, j) ∈ (Z>0)
2 を i行 j 列の箱と述べる．また，Young

図形 λの箱の総数を |λ|と書く．



1.3 半標準盤と Schur多項式
集合 {1, 2, . . . , n}を [n]と記す．形が λである半標準盤とは，Young図形の各箱 (i, j)に [n]の元

を，以下の条件を満たし割り当てて得られる図のことである．

• 箱 (i, j + 1)の中の数は，箱 (i, j)の中の数よりも等号付きで増加する．
• 箱 (i+ 1, j)の中の数は，箱 (i, j)の中の数よりも真に増加する．

形が λであり，変数の個数が nである半標準盤全体の集合を SST(λ, n)と書き，半標準盤のこと
をここではタブローと呼ぶ．例えば，Young 図形 λ = (6, 6, 5, 1) に対するタブロー T ∈ SST(λ, 6)

として以下がある:

T =

1 1 1 2 2 3
2 2 3 4 4 5
3 4 4 5 5
4

.

タブロー T ∈ SST(λ, n)に現れる数 i (i = 1, 2, . . . , n)の個数を ωi(T )とし，

ω(T ) := (ω1(T ), ω2(T ), . . . , ωn(T )) ∈ (Z≥0)
n (1.3)

と定め，ω(T )を T のウェイトとよぶ．変数 x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn に対して，単項式 xω(T ) を
次で定める．

xω(T ) := x
ω1(T )
1 x

ω2(T )
2 · · ·xωn(T )

n . (1.4)

上のタブロー T ∈ SST(λ, 6)に対し，ウェイト ω(T )と単項式 xω(T ) は各々以下のようになる:

ω(T ) = (3, 4, 3, 5, 3, 0), xω(T ) = x3
1x

4
2x

3
3x

5
4x

3
5x

0
6 = x3

1x
4
2x

3
3x

5
4x

3
5.

Schur多項式は，以下で定義される多項式である:

sλ = sλ(x) :=
∑

T∈SST(λ)

xω(T ).

例 1.1. λ = (2, 1)に対するタブロー T ∈ SST(λ, 3)は次の 8個で尽くされる:

1 1
2

, 1 1
3

, 1 2
2

, 1 2
3

, 1 3
2

, 1 3
3

, 2 2
3

, 2 3
3

.

これらより，
sλ = x2

1x2 + x2
1x3 + x1x

2
2 + 2x1x2x3 + x1x

2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3.

Schur 多項式 sλ ついて，例えば次のようなことが知られている．詳細は Macdonald [11] や
Sagan [14]などの文献を参照のこと．

• 対称多項式である．
• 対称多項式環 Z[x1, x2, . . . , xn]

Sn の 1組の Z基底である．



• Weylの恒等式:

sλ =

∣∣∣xλj+n−j
i

∣∣∣
1≤i,j≤n∏

1≤i<j≤n(xi − xj)
.

• Jacobi-Trudiの恒等式:

sλ =
∣∣hλi+j−i

∣∣
1≤i,j≤n

(hλi+j−iは n次完全斉次式).

• Littlewood-Richardson規則:

sλsµ =
∑
ν

cνλµsν (λ ⊢ l, µ ⊢ m).

ここで，cνλµ ∈ Z≥0 である．

1.4 集合値半標準盤と Grothendieck多項式
形が λである集合値半標準盤とは，Young図形の各箱 (i, j)に [n]の空でない部分集合 Ti,j を以下

の条件を満たし割り当てて得られる図のことである．

• maxTi,j ≤ minTi,j+1.

• maxTi,j < minTi+1,j .

形が λであり，変数の個数が nである集合値半標準盤全体の集合を SVT(λ, n)と書き，集合値半標
準盤のことをここではセットタブローと呼ぶ．次の図は，λ = (6, 6, 5, 1) に対するセットタブロー
T ∈ SVT(λ, 6)の 1つである:

T =

1 1 1 1,2,3 3 3,5

2 2,3 3 4 4 6

3 4,5 5 5,6 6

4,5,6

.

2,3 は，2と 3を箱へ割り当てていることを意味し，以後 23 と全ての箱も同様に略記する．セッ
トタブロー T に対して，ウェイト ω(T )と単項式 xω(T ) を (1.3)と (1.4)にて定める．上のセットタ
ブロー T に対しては，

ω(T ) = (4, 3, 6, 4, 5, 4), xω(T ) = x4
1x

3
2x

6
3x

4
4x

5
5x

4
6

となる．
Grothendieck多項式は，以下で定義される多項式である:

Gλ = Gλ(x | β) :=
∑

T∈SVT(λ)

β|T |−|λ|xω(T ). (1.5)

ここで，β はパラメータであり，|T |はセットタブローに割り当てられている正の整数の個数である．
定義より，パラメータ β = 0とすると Grothendieck多項式 Gλ は Schur多項式に sλ に一致する．



例 1.2. Young図形 λ = (2, 1)に対するセットタブロー T ∈ SVT(λ, 3)の個数は，例 1.1の 8つの
タブローの他に次の 19個があり，合計 27個ある:

1 12

2
, 1 13

2
, 1 23

2
, 1 12

3
, 1 13

3
, 1 23

3
,

1 1

23
, 1 2

23
, 1 3

23
, 2 23

3
, 12 2

3
, 12 3

3
,

1 12

23
,

1 13

23
,

1 23

23
,

12 23

3
,

1 123

2
,

1 123

3
,

1 123

23
.

これらより，

Gλ =sλ + β(x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3 + 3x2

1x2x3 + 3x1x
2
2x3 + 3x1x2x

2
3)

+ β2(2x2
1x

2
2x3 + 2x2

1x2x
2
3 + 2x1x

2
2x

2
3) + β3(x2

1x
2
2x

2
3).

上で述べたように，上式で β = 0とすると Grothendieck多項式は Schur多項式と一致する．

Grothendieck多項式について，Schur多項式に類似した以下の結果が知られている．

• 対称多項式である．
• 対称多項式環 Z[β][x1, x2, . . . , xn]

Sn の 1組の Z[β]基底である．
• Weylの恒等式 (Ikeda-Naruse 2013 [5]):

Gλ =

∣∣∣xλj+n−j
i (1 + βxi)

j−1
∣∣∣
1≤i,j≤n∏

1≤i<j≤n(xi − xj)
. (1.6)

• Jacobi-Trudiの恒等式 (Kirillov 2016 [7]):

Gλ =
∣∣∑∞

m=0

(
i−1
m

)
βmhλi+j−i+m

∣∣
1≤i,j≤n

.

• Littlewood-Richardson規則 (Buch 2002 [1]):

GλGµ =
∑
ν

cνλµGν (λ ⊢ l, µ ⊢ m).

ここで，cνλµ ∈ Z≥0[β]である．

2 主定理
ここでは，本研究で得られた結果を紹介する．以下の新規の結果は，神戸大学大学院理学研究

科の信川喬彦氏と藤井大計氏との共同研究に基づくものである [2]．また，北海道大学の Travis

Scrimshaw氏からのコメントは本研究の進展に大きく寄与した [15]．



2.1 Grothendieck多項式 Gλ の特殊値とセットタブローの個数の奇数性および明
示公式

以下の Grothendieck多項式の特殊値を得た．

定理 2.1. 任意の Young図形 λに対し，次が成り立つ．

Gλ(β, β, . . . , β | −β−1) = β|λ|.

上記の結果には，例えば以下の 3 通りの証明法がある (Travis Scrimshaw 氏からの示唆による
もの)．

i. Weylの恒等式 (1.6)を用いる (特殊函数論)．
ii. sign reversing involutionを用いる (組合せ論)．
iii. 5頂点模型を用いる (可積分系)．

上の 3つについて，各々簡単に説明する．iは，Weylの恒等式 (1.6)に対し，パラメータ β を −β−1

と置き，変数 xi (1 ≤ i ≤ n)を 1つずつ順に β と特殊化していくことにより結果を得る．
iiは，SVT(λ, n)から特別なセットタブロー T0 を取り除いた集合 SVT′(λ, n) = SVT(λ, n)\{T0}

に対して対合 g を組み合せ論的に構成し，その応用として∑
T∈SVT′(λ,n)

(−β−1)|T |−|θ|β|T | = 0

を示す手法である．ここで用いる対合 g は

(−1)|g(T )| = −(−1)|T |

を満たすので sign reversing involutionと呼ばれる．
iii は，茂木-堺 [12] による可解格子模型の逆散乱解法から Grothendieck 多項式が導出される事

実に基づく．また，これと同値のこととして励起 Young 図形を用いた組み合せ論的解釈が池田-成
瀬 [4]により与えられており，得られた Grothendieck多項式に対して iと同様のパラメータの置き
換えと，変数の特殊化を行うことにより結果が示される．励起 Young図形のことについては，成瀬
弘氏の講演スライド [13]も参照されたい．
ii と iii はそれぞれ，歪 Grothendieck 多項式 Gλ/µ と Gλ//µ へ一般化できる．簡単に述べると，

Gλ/µ は組み合せ論的に拡張したものである．他方，Gλ//µ は Hall内積の直交性を用いて拡張したも
のである．各々の詳細な定義については，Buch [1]を参照のこと．定理 2.1より，以下を得る．

系 2.1. 任意の Young図形 λに対する n変数のセットタブローの個数は，奇数である．

また，Weylの恒等式 (1.6)から，以下のセットタブローの個数の明示公式が得られる．

定理 2.2. 任意の Young図形 λに対して，以下が成り立つ．

|SVT(λ, n)| =
0∑

k1=0

1∑
k2=0

· · ·
n−1∑
kn=0

(
0

k1

)(
1

k2

)
· · ·

(
n− 1

kn

) ∏
1≤i<j≤n

λi − λj + ki − kj + j − i

j − i
.



2.2 歪 Grothendieck多項式 Gλ/µ の特殊値と歪セットタブローの個数の奇数性
ここでは，組み合せ論的に定義される歪 Grothendieck多項式 Gλ/µ に対して定理 2.1と系 2.1と同
様の結果を紹介する．まず，2つの Young図形 λ, µ (λ ⊇ µ)に対し，差集合 λ− µを歪 Young図
形いい，以後 λ/µと書く．例えば，歪 Young図形 λ/µ = (5, 3, 3, 2)/(3, 1, 1)は以下のようになる:

λ/µ =
.

歪 Young 図形 λ/µ に対して，セットタブローの定義を適用し集合値歪半標準盤 (以下，歪セッ
トタブローと呼ぶ) を定め，単項式 xω(T ) も同様に定義する．例えば，以下の歪セットタブロー
T ∈ SVT(λ/µ, 3)に対し，ウェイト ω(T )を考えると単項式 xω(T ) は次である:

T =
1 123

1 12

2 3

13 3

, xω(T ) = x5
1x

3
2x

4
3.

歪 Grothendieck多項式 Gλ/µ は，以下で定義される多項式である:

Gλ/µ = Gλ/µ(x | β) :=
∑

T∈SVT(λ/µ,n)

β|T |−|λ/µ|xω(T ).

ここで，|λ/µ|は歪 Young 図形 λ/µの箱の個数であり，|T |は歪セットタブロー T に割り当てられ
ている正の整数の個数である．
小節 2.1にある sign reversing involutionを歪セットタブローへ拡張することにより，以下のこと

を明らかにした．

定理 2.3. 任意の歪 Young図形 λ/µに対し，次が成り立つ．

Gλ/µ(β, β, . . . , β | −β−1) = β|λ/µ|.

系 2.2. 任意の歪 Young図形 λ/µに対する n変数の歪セットタブローの個数は，奇数である．
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