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概要

K を虚 2 次体とし, 素数 p が惰性的であるとする. E を K 上定義された楕円曲線とし, E

は p で良超特異還元をもつと仮定する. 今回, E に関して緩い仮定のもとで K の反円分 Zp-拡
大上の E の plus/minus Selmer 群が非自明な指数有限の Λ-部分加群を持たないことを示した.
これは R. Greenberg や B. D. Kim の結果の反円分 Zp-拡大に対する類似の結果である. A.
Agboola–B. Howard や A. Burungale–K. Büyükboduk–A. Lei の結果を適用することで, 主
定理の仮定を満たす例を構成することもできた.

1 導入
F を代数体, E を F 上定義された楕円曲線とする. 簡単のため, 固定する素数 pは奇素数であると
する. このとき, E の Zp-拡大体 F∞/F 上の p∞-Selmer 群の Pontryagin 双対は楕円曲線の岩澤理
論において重要な数論的対象である. 代数体 F 上の p∞-Selmer群とは次の完全列をみたすもののこ
とである:

0 −→ E(F )⊗Qp /Zp −→ Selp(E/F ) −→X(E/F )[p∞] −→ 0,

ここで, X(E/F ) は E の F 上の Tate-Shafarevich 群である. F の Zp-拡大 F∞ に対して
Selp(E/F∞) := lim−→n

Selp(E/Fn)と定める. Selp(E/F∞)には Gal(F∞/F )が自然に作用するので,

完備群環 Λ = ZpJGal(F∞/F )K = lim←−n
ZpJGal(Fn/F )K上の加群になる.

このようにして定義される p∞-Selmer 群に指数有限の Λ-部分加群が存在するかという岩澤理論
における基本的な問題がある. この問題の数論的な応用の 1つに Birch and Swinnerton-Dyer予想
(BSD予想)の p-部分への応用がある. 今回,

• 素数 pが惰性する虚 2次体K とその反円分 Zp-拡大,

• K 上定義された楕円曲線 E が pで良超特異還元をもつ

という状況でこの問題に対する結果が得られた. 本稿では, 最初にいくつかの用語を定義し, 先行研究
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である R. Greenbergの結果を紹介する. 次章で, 今回得られた主定理 (定理 2.2.1)の状況と主張の
詳細を説明する.

1.1 p∞-Selmer群と楕円曲線の岩澤理論

F を代数体, E を F 上定義された楕円曲線とする. このとき, F の Zp-拡大とは, F の (無限
次)Galois拡大体 F∞ でその Galois群 Gal(F∞/F )が位相群として Zp と同型であるもののことであ
る. Zp の任意の閉部分群は pn Zp (n ∈ Z≥0)という形で表されることから, これに対応する F∞/F

の中間体を Fn とおく. Zp-拡大 F∞/F に対して Λ = ZpJGal(F∞/F )K = lim←−n
Zp[Gal(Fn/F )] と

定める. Gal(F∞/F ) の位相的生成元 γ を 1 つ固定すると, γ 7−→ 1 + T により (非標準的な) 同型
Λ

∼−→ ZpJT Kを得る.

E を F 上の楕円曲線, GF = Gal(F/F )を F の絶対 Galois群とする. このとき, GF -加群として
の完全列

0 −→ E(F )⊗Qp /Zp −→ Selp(E/F ) −→X(E/F )[p∞] −→ 0

がある. ここで, X(E/F ) は E の F 上の Tate-Shafarevich 群である. この Selp(E/F ) を E の F

上の p∞-Selmer 群という. Zp-拡大 F∞/F に対して, F∞ 上の p∞-Selmer 群を Selp(E/F∞) :=

lim−→n
Selp(E/Fn)と定義する. Selp(E/F∞)には Gal(F∞/F )が作用するので, 自然に Λ-加群とみな

せる. Selp(E/F∞)の Pontryagin双対 Selp(E/F∞)∨ := Hom(Selp(E/F∞),Qp /Zp)はコンパクト
な有限生成 Λ-加群になることが知られている. したがって, 有限生成 Λ-加群の構造定理より Λ-加群
としての完全列

0 −→ (有限群) −→ Selp(E/F∞)∨ −→ Λr ⊕

(
s⊕

i=1

Λ/(fi)

)
−→ (有限群) −→ 0 (1.1)

がある. ここで, fi は Λの既約元である. この完全列 (1.1)を用いて次の用語を定義する.

Definition 1.1.1. (1) 完全列 (1.1) に現れる r を Selp(E/F∞) の Λ-corank といい,

corankΛ Selp(E/F∞)と表す.

(2) corankΛ Selp(E/F∞) = 0のとき Selp(E/F∞)は Λ-cotorsionであるという.

(3) Selp(E/F∞)が Λ-cotorsionであるとき, Λのイデアル (
∏s

i=1 fi)を Selp(E/F∞)の特性イデ
アルといい, charΛ Selp(E/F∞)∨ と表す.

E が p の上にある F の任意の素点で良通常還元を持ち, F∞/F を円分 Zp-拡大とするとき,

Selp(E/F∞)が Λ-cotorsionであることがMazurによって予想されている. この予想に関して, 一般
には現在でも未解決問題であるが, 例えば F = Qのときは加藤による結果 [8]がある.

簡単のため, この節の最後までは F = Qと仮定する. したがって, Q∞ /Qは円分 Zp-拡大である.

このとき, A. Wilesらの結果により, L(E/Q, s)は C上正則に解析接続される. pで良通常還元とな
る Q 上の楕円曲線 E と Gal(Q∞ /Q) の有限位数の指標 χ に対して L(E/Q, χ, 1) の代数的部分を
p-進補完するような p-進 L-関数 Lp(E/Q∞)が存在し, さらにこれは Λの元になる. 岩澤主予想とは



Selp(E/Q∞)の特性イデアルが p-進 L-関数で生成される Λのイデアルと等しい, つまり

charΛ Selp(E/F∞)∨ = Lp(E/Q∞)Λ

が成り立つだろうという予想である. この予想は, E が虚数乗法をもつ場合は D. Rohrlich と K.

Rubin, E が虚数乗法を持たない場合は加藤と C. Skinner–E. Urbanにより多くの E と pに対して
証明されている. 詳細は C. Skinnerによる lecture note [14]などを参照してほしい.

1.2 指数有限 Λ-部分加群

岩澤理論において, p∞-Selmer群が指数有限の Λ-部分加群を持たないかどうかという基本的な問
題がある. 先行研究の 1つに次の R. Greenbergの結果がある.

Theorem 1.2.1 ( [5]). E が pの上にある F の任意の素点で良通常還元をもつと仮定する. F∞/F

を円分 Zp-拡大とする. このとき, Selp(E/F∞)が Λ-cotorsionであれば, Selp(E/F∞)は非自明な指
数有限 Λ-部分加群を持たない.

この定理の応用の 1つに次がある.

Corollary 1.2.2 ( [6, Theorem 4.1]). 定理 1.2.1と同じ状況を考える. Selp(E/F )が有限群である
と仮定すると, 次が成り立つ.

(1) Selp(E/F∞)は Λ-cotorsionである.

(2) Selp(E/F∞)の特性イデアルの生成元を fE ∈ Λとすると,

fE(0) ∼

∏
p|p

#Ẽ(Fp)

 #Selp(E/F )

(#E(F ))2

∏
v

cv (1.2)

が成り立つ. ただし, Fp は p における剰余体, cv は F の素点 v における E の局所玉河数,

a, b ∈ Qp に対して a ∼ bは ab−1 ∈ Z×
p のことである.

(1)はMazurのコントロール定理からの帰結である. 式 (1.2)は次のようにして BSD予想の p-部
分への応用とみなすことができる. 前節で述べた岩澤主予想が成り立つ状況であれば fE(0) は p-進
L-関数 Lp(E/F∞)の定数項と p-進単数を除いて一致する. 一方, p-進 L-関数の定義より Lp(E/F∞)

の定数項は Hasse-Weil L-値 L(E/F, 1)の代数的部分である. 以上のことから, この系は岩澤主予想
のもとで (1.2)の右辺と L(E/F, 1)の代数的部分の p-進付値が等しいことを導く. これは BSD予想
の先頭項予想の p-部分を比較していることを意味する.

この問題に対する類似の結果を紹介する. まず, 一般化の方向として higher weightの方向と良超
特異還元の方向の 2つが考えられる. Higher weightに関しては Longo–Vigni [12]がある. 良超特異
還元をもつ楕円曲線に対する結果としては, B. D. Kim [9]や北島–大槻 [10]が挙げられる. これらの
結果は円分 Zp-拡大やそれに近いもの (局所体の円分 Zp-拡大を含むもの)に対しての結果であること
に注意する. 今回,

• 素数 pが惰性する虚 2次体K とその反円分 Zp-拡大,



• K 上定義された楕円曲線 E が pで良超特異還元をもつ

という, 今までに示されていなかった状況での類似の結果が得られた.

2 主定理
この章では, 今回得られた主定理の仮定についての詳細を述べた後に主定理の主張を述べる.

2.1 主定理の仮定

まず, 代数体 F 上の楕円曲線 E が pの上の素点で良超特異還元を持つという仮定について説明す
る. E が pの上の素点で良超特異還元を持つ場合, これまでに述べてきた p∞-Selmer群は Λ-corank

を持つことが知られており, 通常還元を持つ場合と同様な議論は期待できない. 小林 [11] により定
義された plus/minus Selmer 群 Sel±p (E/F∞)と呼ばれる Selp(E/F∞)の部分群に着目することで,

通常還元のときと同様な議論を行うことができる. 例えば, F = Q, F∞/F が円分 Zp-拡大のときは
Sel±p (E/F∞)は Λ-cotorsionになることが [11]で示されており, この場合の岩澤主予想もこれを用い
て定式化されている.

次に, 反円分 Zp-拡大について説明する. K を虚 2 次体とする. K の反円分 Zp-拡大 K∞ とは,

K∞/Q が Galois 拡大であり, かつその Galois 群が副二面体群 Zp ⋊(Z /2Z) と同型となる唯一の
Zp-拡大のことである. また, これは導手が pn となる K の環類体のすべての nに対する合成体に含
まれる唯一の Zp-拡大と特徴づけられる. この Zp-拡大は多くの数論的な応用を持っており, 例えば,

Heegner点の理論や Gross–Zagierと Kolyvaginの定理などに本質的にあらわれる. 以下, pが K の
類数 hK を割り切らないと仮定する. これにより, pの上にあるK の任意の素点が総分岐となる.

反円分岩澤理論において, pの K/Qでの振る舞い, つまり pが K/Qで分解するか惰性的である
かによって様相は大きく異なる. pが K/Qで分解する場合, つまり p = ppと表されるとき, pによ
る K の完備化 Kp は Qp と同一視できる. これにより, K の反円分 Zp-拡大体 K∞ の pの上にある
素点 w での完備化 K∞,w は Kp の高さ 1の Lubin–Tate拡大となる. この状況での反円分岩澤理論
はよく知られており, 例えば pが通常素点の場合は [2], pが超特異還元の場合は [7]などの先行研究
がある. 一方, pが K/Qで惰性的な場合, K の素点 pでの完備化 Kp は Qp の不分岐 2次拡大であ
る. これにより, K∞ の pの上の素点 w での完備化 K∞,w は Kp の高さ 2の Lubin–Tate拡大体の
部分体となる. この場合は技術的に難しい点があり, 楕円曲線の反円分岩澤理論を研究する上で pが
分解するという条件は外せない条件であった.

K. Rubin は [13] の論文において, p が惰性的となる虚 2 次体 K/Q に虚数乗法をもつ楕円曲線
に対する反円分岩澤理論について考察と予想 (Rubin 予想) を述べた. 近年, この Rubin 予想が A.

Burungale–小林–太田 [4]により解決されたことにより, pが惰性的である状況でも高さ 1のときと
同様な議論を行うことができるようになった. 特に, plus/minus Selmer 群を定義する際に重要な
「局所点からなる系」を構成することができる. この Rubin予想自体は虚数乗法は関係なく, 局所理
論 (形式群の理論)であることに注意する.



2.2 主定理

この節では今回得られた結果について述べる. 前節で設けた仮定を整理すると

• 素数 pが惰性する虚 2次体K とその反円分 Zp-拡大,

• K 上定義された楕円曲線 E が pで良超特異還元をもつ

であったが, もう少し一般化した形で結果が得られる. Op をK の pでの完備化Kp の整数環とする.

Theorem 2.2.1. p > 5とする. F をK の有限次拡大体とし, F∞ を F とK∞ の合成体とする. K

の素点 pは F/K で完全分解し, p ∤ hK [F : K]と仮定する. E を F 上定義された楕円曲線とし, pの
上にある F の任意の素点 pで良超特異還元を持つと仮定する. Ê を pおける E の形式群とする. 任
意の p | pに対して, Ê は高さ 2, パラメータ −pである Lubin–Tate形式群と Op 上同型であると仮
定する. このとき, Sel±p (E/F∞)が Λ-cotorsionであるならば, Sel±p (E/F∞)は指数有限の Λ-部分加
群を持たない.

Remark 2.2.2. (1) p が F/K で完全分解するという仮定より, p の上にある F の任意の素点
p に対して Fp = Kp である. p ∤ hK という仮定より, p は K∞/K で総分岐であり, さらに
p ∤ [F : K]の仮定より pは F∞/F でも総分岐となる. 前節の最後にも述べた通り, Ê の仮定
が Rubin予想を用いるための仮定である.

(2) 主定理 2.2.1 の Ê の仮定をみたす楕円曲線 E は実際に存在する. 例えば, p > 5 であること
から Q 上の楕円曲線 E が p で良超特異還元を持てば自動的に仮定をみたす. (定義体は適宜
base changeする.) 楕円曲線 E が K の整数環 OK に虚数乗法をもつ場合も定理の仮定をみ
たす.

A. Agboola–B. Howard [1]や A. Burungale–K. Büyükboduk–A. Lei [3]による Sel±p (E/F∞)の
Λ-cotorsion性の結果を適用することで, 次のような例が得られる.

Corollary 2.2.3 (CM case). E を Q上の楕円曲線で, pで良超特異還元を持つと仮定し, F = K

とする. E は K の整数環に虚数乗法を持つと仮定する. ε を L(E/Q, s) の関数等式の符号とする.

このとき, Sel−ε
p (E/F∞)は非自明な指数有限 Λ-部分加群を持たない.

Corollary 2.2.4 (non-CM case). E を Q 上の楕円曲線で, p で良超特異還元を持つと仮定し,

F = K とする. E のコンダクターを N = N+N− とする. ただし, N+ は K/Q で分解する素
数でのみ割れる自然数, N− は K/Q で惰性する素数でのみ割れる自然数である. 虚 2 次体 K は
(DK , pN) = 1, かつ N− は奇数個の素数の積からなる平方因子を持たない自然数と仮定する. さら
に, 次を仮定する:

• mod p Galois表現 GQ −→ AutFp
(E[p])が

全射 (p = 5),

既約 (p > 5).

• ℓ2 ≡ 1 mod pをみたす任意の素数 ℓ | N− に対して, 惰性群 Iℓ ⊂ GQℓ
が E[p]に非自明に作用



する.

このとき, Sel±p (E/F∞)は非自明な指数有限 Λ-部分加群を持たない.

R. Greenbergの結果と同様に, plus/minus Selmer groupの特性イデアルと楕円曲線の BSD不変
量との間の関係についての結果も得られた.

Corollary 2.2.5. 定理 2.2.1の仮定のもとで, さらに, Selp(E/F )は有限群であると仮定する. この
とき, Sel±p (E/F∞)は Λ-cotorsionであり, (f±) ⊂ Λを Sel±p (E/F∞) の特性イデアルとすると, 次
が成り立つ.

|f±(0)| ∼ #Selp(E/F ) ·
∏
v

cv,

ただし, cv は E の v における局所玉河数である.
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