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概要
ネーター環上の有限生成加群の圏の安定理論（安定加群論）は、今日まで環の表現論において
重要な役割を果たしてきた。近年、有限生成射影加群からなる複体のなすホモトピー圏のある種
の安定圏に対し、類似の理論（安定複体論）が成立することが見出された。この講演では、加群
に対して定義される Gorenstein 射影性等のホモロジカルな概念の複体への拡張を与え、安定複
体論からどのように安定加群論が回復されるかをみる。

1 導入
以下、R を両側ネーター環とし、有限生成右 R 加群の圏を modR で表す。前世紀半ば、環論に

ホモロジー代数の理論が導入され革命を齎して以来、加群圏の構造解析が環論の主要な研究手法の
一つとなっている。環の表現論において Ext や Tor などの導来関手たちの振る舞いが枢要だが、
これらを調べる上では加群の射影因子の差は無視することができる。この視点に立ち、1969 年、
Auslander–Bridger [ABr]は、圏modRの射影安定化modRの理論（安定加群論）を構築した。安
定圏上では、加群のシジジー（syzygy）をとる操作がシジジー関手 Ω : modR → modRとして、転
置（transpose）をとる操作が転置関手 Tr : modR

∼−→ modRop として実現され、これらの関手たち
の解析は有限次元多元環の表現論 [ARS, ASS]や可換 Cohen–Macaulay表現論 [LW, Y1]において
主要な地位を占めてきた。次節で、安定加群論において導入された加群の射影性（resp. 射影次元）
の Gorenstein 類似である Gorenstein 射影性（resp. Gorenstein 次元）に焦点を絞りその概要を述
べる。
ごく近年、上述した安定加群論の複体への拡張として安定複体論 [Y2]が構築された。有限生成射

影右 R加群のなすmodRの部分圏を projRで表すことにする。吉野 [Y2]は、projR上の複体のホ
モトピー圏K(projR)の、Rの加法閉包AddRによる安定化K(projR)に対し、Auslander–Bridger

の安定加群論に対応する理論（安定複体論）が存在することを見出した。ホモトピー圏 K(projR)は
三角圏の構造を有する。故に安定複体論におけるシジジーはAddRによる右近似の写像錐（mapping

cone）を用いて定義され、転置は R双対が引き起こす自己同値が定める。K(projR)の対象に対して
も、加群の場合 [Aus]と同様に Auslander型長完全列が存在するため、これを基に Gorenstein射影
性や Gorenstein次元を定義することができる [O]。このレポートの主目的は、安定複体論 [Y2]の基
本事項と Gorenstein次元有限複体に対する近似定理 [O]を紹介することである。
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2 加群の Gorenstein次元
有限生成右 R加群M に対し、M∗ = HomR(M,R)と定める。これはM の R双対と呼ばれ、有

限生成右 Rop 加群となる。有限生成射影表示 P1
∂−→ P0 → M → 0をとったとき、∂ の R双対の余

核を TrM と書き、故に完全列 P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0が存在する。加群 TrM は加群M の転置と
呼ばれ、（有限）射影表示の取り方に依らず射影因子の差を除き一意的に定まる。
自然な準同型 φM : M → M∗∗ が x ∈ M と f ∈ M∗ に対し φM (x)(f) = f(x)により定まるが、
次の Auslander完全列（あるいは Auslander–Bridger完全列）が基本的である。

定理 2.1 ([Aus, ABr]). 自然な準同型 φM : M → M∗∗ に対し、完全列

0 → Ext1Rop(TrM,R) → M
φM−−→ M∗∗ → Ext2Rop(TrM,R) → 0

が存在する。

有限生成右 R 加群 M に対し、自然な写像 φM : M → M∗∗ が単射であるとき M は捩れな
し（torsionless）であるといい、φM が全単射であるとき M は反射的（reflexive）であるという。
Auslander完全列（2.1）により、M が捩れなし（resp. 反射的）であることと Ext1(TrM,R) = 0

（resp. Ext1,2(TrM,R) = 0）であることは同値である。この定義を自然に拡張することにより、
Auslander–Bridger [ABr]は加群の高次捩れ自由性を導入した*1。

定義 2.2 ([ABr]). 有限生成右R加群M と非負整数 n ≥ 0に対し、M が n-捩れ自由（n-torsionfree）
であるとは、ExtiRop(TrM,R) = 0が任意の 1 ≤ i ≤ nに対して成り立つことをさす。

高次捩れ自由加群は次のような特徴付けを持つ「良い」加群である；有限生成右 R 加群 M

が n-捩れ自由加群であるための必要十分条件は、各 Pi が有限生成射影加群でるような完全列
0 → M → Pn−1 → · · · → P1 → P0 が存在して、その R双対 P ∗

0 → P ∗
1 → · · · → P ∗

n−1 → M∗ → 0

もまた完全列となることである。このように n-捩れ自由加群が持つ R双対に関する高い対称性を両
側に無限遠まで延ばすことにより Gorenstein射影性が定義される。

定義 2.3 ([ABr]). 有限生成右 R 加群M が G次元 0をもつ（あるいは Gorenstein射影的、あ
るいは全反射的である）とは、ExtiR(M,R) = 0と ExtiRop(TrM,R) = 0が任意の i > 0で成り立つ
ことをさす。

Gorenstein射影加群M は完全分解（complete resolution）をもつ。すなわち有限生成射影加群か
らなる左右に無限に延びる完全列 · · · → P2 → P1 → P0 → P−1 → P−2 → · · · が存在して、準同型
P1 → P0 の余核がM となり、また R双対複体 · · · → P ∗

−2 → P ∗
−1 → P ∗

0 → P ∗
1 → P ∗

2 → · · · もま
た完全列となる。この事実からも Gorenstein射影加群が R双対に関して究極的に高い対称性を有す
ることが見て取れる。

*1 通常、可換環 R 上の有限生成加群M について、自然な写像M → M ⊗R Q(R) が単射であるとき、M は捩れ自由
（torsionfree）であるという。ここで、Q(R) は R の全商環である。この定義のもと、R が整域であるときには、M

が捩れ自由であることと捩れなしであることは同値となる。



Gorenstein 射影性を用いた可換環の Gorenstein 性の特徴付けについて述べる。可換環のホモロ
ジー代数の基本定理である Serreの定理は「Krull次元 dの可換ネーター局所環 Rが正則（=非特異）
であるための必要十分条件は、任意のM ∈ modR に対しその d次シジジー ΩdM が射影的である
ことである」と述べることができる。後者の条件は、加群M の射影次元が d以下、すなわち完全列

0 → Pd → Pd−1 → · · · → P0 → M → 0

であって、各 Pi が有限生成射影加群であるものが存在することの言い換えである。ところで、可換
ネーター環に対する次のヒエラルキーは広く知られている。

正則 =⇒ 完全交差 =⇒ Gorenstein =⇒ Cohen–Macaulay =⇒ Buchsbaum =⇒ · · ·

Gorenstein 環は、非特異とは限らないものの極めて高い対称性を有する優れた可換環のクラスであ
る。Auslander–Bridger [ABr]は、上述した加群のGorenstein射影性を用いることにより、Serreに
よる正則局所環の特徴付けの Gorenstein類似が与えられることを見出した。

定理 2.4 ([ABr]). Krull次元 dの可換ネーター局所環 Rに対し、次は同値。

• 環 Rは Gorenstein。
• 任意のM ∈ modRに対し、M の Gorenstein次元は d以下、すなわち ΩdM が Gorenstein

射影的。

彼らの研究に動機づけられ、可換環上の加群に対し完全交差次元や CM次元といった新たなホモ
ロジカル次元が導入され、可換環論に新たな地平線を齎している。他方、従来のホモロジー代数の
Gorenstein類似を追求する Gorensteinホモロジー代数もまた彼らの仕事を端緒として生まれ、環の
表現論の潮流を成している。さて、Gorenstein次元の有限性は射影次元の場合と同様に、Gorenstein

射影加群による有限右分解の存在により特徴づけられる。ここで Gorenstein次元が有限な加群の構
造を考えたとき、Auslander–Buchweitz 理論の帰結として実は次の近似定理が成り立つことが知ら
れている。

定理 2.5 ([ABu]). 有限生成右 R加群に対し次は同値。

• 加群M の Gorenstein次元は有限。
• 有限生成右 R 加群の短完全列 0 → YM → XM → M → 0が存在して、YM の射影次元は有
限で、XM は Gorenstein射影的である。

このように Gorenstein 次元有限な加群の理解は Gorenstein 射影加群と射影次元有限加群の理解
に（ある意味で）帰着されるのであって、定理 2.4と併せると、可換 Gorenstein環上のいかなる有
限生成加群も、Gorenstein射影加群と射影次元有限加群の貼り合わせで得られることになる。

3 安定複体論と主結果
引き続き R を両側ネーター環とする。有限生成射影加群からなる複体の圏のホモトピー圏

K(projR)（すなわち、projR上の複体圏のヌル複体たちによるイデアル商）に対し吉野 [Y2]により



構築された安定複体論と [O]の主結果の一つを紹介する。

定義 3.1 ([Y2]). ホモトピー圏 K(projR)の充満部分圏 AddRを、R = (· · · → 0 → R → 0 → · · · )
を含み、同型、シフト、直和因子、直和*2で閉じた充満部分圏の中で最小のものとする。

定義 3.2 ([Y2]). ホモトピー圏 K(projR) の充満部分圏 AddR によるイデアル商を K(projR) と
書く。

部分圏 AddRは K(projR)の関手的有限部分圏であることが分かるので、次のようにシジジーと
コシジジーを定義することが可能となる。詳細は述べられないが、これらが随伴対をなすことが後に
述べる定理 3.9や定理 3.11の証明において本質的な役割を果たす。

定義-定理 3.3 ([Y2]). 対象X ∈ K(projR)に対し、その右AddR近似 p : P → X（resp. 左AddR

近似 q : X → Q）をとり、その余写像錐（resp. 写像錐）をΩX（resp. Ω−X）と書く。よってK(projR)

内に特三角 ΩX → P → X → ΩX[1] （resp. X → Q → Ω−X → X[1]）が存在する。この対応に
よりシジジー関手 Ω : K(projR) → K(projR)（resp. コシジジー関手 Ω− : K(projR) → K(projR)）
が定まる。このとき関手の対 (Ω−,Ω)は随伴対をなす、すなわち関手的同型

HomK(projR)(Ω
−X,Y ) ∼= HomK(projR)(X,ΩY )

が X,Y ∈ K(projR)に対し成立する。

ホモトピー圏K(projR)内の任意の特三角X → Y → Z → X[1]に対し、コホモロジーの長完全列

· · · → Hi−1(Z) → Hi(X) → Hi(Y ) → Hi(Z) → Hi+1(X) → · · ·

が延びる。他方、上のシジジーの定義を顧みると、複体 X ∈ K(projR)の右 AddR近似 P → X に
対しコホモロジーの間の準同型 Hi(P ) → Hi(X)は任意の整数 iで全射であることが分かる（逆も
成立する）。すなわちシジジーの特三角 ΩX → P → X → ΩX[1]に対し、コホモロジーの長完全列
は短完全列 0 → Hi(ΩX) → Hi(P ) → Hi(X) → 0に分解する。安定複体論において短完全列の役
割を果たすのは、K(projR)内の特三角であって、コホモロジーの長完全列が上のように短完全列に
分かれるものたちである。

定義 3.4 ([O]). ホモトピー圏 K(projR) 内の特三角 X → Y → Z → X[1] が幽霊特三角（ghost

triangle）であるとは、コホモロジーの長完全列が任意の整数 i に対し短完全列 0 → Hi(X) →
Hi(Y ) → Hi(Z) → 0に分解することをいう。

特三角 X
f−→ Y

g−→ Z → X[1] が幽霊特三角であるための必要十分条件は、任意の i に対し
Hi(g) : Hi(Y ) → Hi(Z)が全射である（gがコホモロジー的全射）ことであり、これは任意の iに対
し Hi(f) : Hi(X) → Hi(Y )が単射である（f がコホモロジー的単射）ことといっても同じである。

*2 K(projR) の対象の無限族の直和は、必ずしも K(projR) 内で存在するとは限らない。よってここでは、K(projR)

の充満部分圏 X が、任意の X の対象の族 {Xi}i∈I に対して、その直和
⨿

i∈I Xi が K(projR) 内で存在すれば⨿
i∈I Xi ∈ X を満たすとき、X は直和で閉じるといっている。



例 3.5 ([Y2]). 有限生成 R加群M とその有限生成射影分解 · · · → P2
d2−→ P1

d1−→ P0 → 0をとる。
複体 X = (· · · → 0 → P1 → P0 → 0 → · · · ) ∈ K(projR)のシジジーとコシジジーを計算してみる。
複体 P = (· · · → 0 → P2

0−→ P0 → 0 → · · · ) ∈ K(projR)と複体射

P
p
��

= ( · · · // 0

��

// P2
0 //

d2��

P0
// 0

��

// · · · )

X = ( · · · // 0 // P1
d1 // P0

// 0 // · · · )

を考えると、P ∈ AddRであって、p : P → X はコホモロジー的全射である。よって pは X の右
AddR近似であって、X のシジジーが

ΩX = (· · · → 0 → P2

( 0
d2
)

−−−→ P0 ⊕ P1
(1,0)−−−→ P0 → 0 → · · · )

∼= (· · · → 0 → P2
d2−→ P1 → 0 → · · · ) in K(projR)

と計算できる。他方 TrM の有限生成射影分解を · · · → Q2 → Q1 → P ∗
0 → P ∗

1 → TrM → 0とと
れば、X のコシジジーも同様に計算でき、Ω−X = (· · · → 0 → P0 → Q∗

1 → 0 → · · · )となる。

加群の R双対に関する Auslander完全列（定理 2.1）の複体版を考える。複体 X ∈ K(projR)と
整数 i に対し、自然な準同型 γi

X : Hi(X) → H−i(X∗)∗ が f ∈ H−i(X∗) と x ∈ Hi(X) に対し
γi
X(x)(f) = f(x)とすることにより定まる。複体に対する Auslander型の完全列は、加群のときの
ように４項では終わらず、次のように無限に続いていく。

定理 3.6 ([Y2, O]). 複体X ∈ K(projR)と整数 i、そして自然な準同型 γi
X : Hi(X) → H−i(X∗)∗

に対し、次の長完全列が存在する。

0 // Ext1(TrCi(X), R) // Hi(X)
γi
X // H−i(X∗)∗ // Ext2(TrCi(X), R)

// Ext1(TrCi+1(X), R) // Ext1(H−i(X∗), R) // · · ·

複体 X ∈ K(projR)の捩れなし性（resp. 反射性）を、自然な準同型 γi
X : Hi(X) → H−i(X∗)∗

が任意の iで単射（resp. 全単射）であることに定義することは自然に思える。さらにこれらの概念
は、上の完全列により以下のように自然に高次化される。

定義 3.7. [O]] X を K(projR)の対象とし、nを非負整数とする。

• 複体 X が n-捩れ自由であるとは、ExtiRop(TrCj(X), R) = 0が任意の 1 ≤ i ≤ nと任意の整
数 j に対し成り立つことをさす。

• 複体X がGorenstein射影的であるとは、ExtiR(Cj(X), R) = 0と ExtiRop(TrCj(X), R) =

0が任意の i > 0と任意の整数 j に対し成り立つことをさす。

例 3.8. 有限生成右 R 加群 M に対し、例 3.5 の複体 X = (· · · → 0 → P1 → P0 → 0 → · · · ) ∈
K(projR)を考える。このとき、X が n-捩れ自由（resp. Gorenstein射影的）であることと、M が
n-捩れ自由（resp. Gorenstein 射影的）であることは同値である。したがって、複体の n-捩れ自由
性や Gorenstein射影性は、加群に対するそれらの自然な類似である。



幽霊特三角を用いて、n-捩れ自由性や Gorenstein射影性が次のように特徴づけられる。加群の場
合の特徴づけと比較されたい。

定理 3.9 ([O]). 複体 X ∈ K(projR)と非負整数 nに対し、次が成立する。

(1) 複体 X が n-捩れ自由であるための必要十分条件は、n 個の K(projR) 内の幽霊特三角 Xi →
Pi−1 → Xi−1 → Xi[1]（1 ≤ i ≤ n）が存在して、任意の 1 ≤ i ≤ nで Pi−1 ∈ AddRかつ R双
対 X∗

i−1 → P ∗
i−1 → X∗

i → X∗
i−1[1] も幽霊特三角で、さらに K(projR) の対象として X ∼= Xn

である。
(2) 複体 X が Gorenstein射影的であるための必要十分条件は、任意の整数 iに対し K(projR)内の
幽霊特三角 Xi → Pi−1 → Xi−1 → Xi[1] が存在して、任意の i で Pi−1 ∈ AddR かつ R 双対
X∗

i−1 → P ∗
i−1 → X∗

i → X∗
i−1[1] も幽霊特三角で、さらに K(projR) の対象として X ∼= X0 で

ある。

我々の文脈における複体の射影次元や Gorenstein次元も幽霊特三角による右近似の長さの下限に
より与えられる。

定義 3.10 ([O]). 複体X ∈ K(projR)の射影次元（resp. Gorenstein次元）を、n個の幽霊特三角
Xi → Ai−1 → Xi−1 → Xi[1]（1 ≤ i ≤ n）が存在し、各 A0, · · · , An−1, Xn が AddRの対象（resp.

Gorenstein射影的）で、K(projR)の対象として X ∼= X0 となるような、非負整数 nたちの下限で
定義する。

Gorenstein次元有限な複体の構造について、Auslander–Buchweitz近似定理の複体版が以下のよ
うに述べられる。

定理 3.11 ([O]). 複体 X ∈ K(projR)に対し、以下は同値となる。

• 複体 X の Gorenstein次元は有限。
• K(projR)内の幽霊特三角 Y → G → X → Y [1]が存在して、Y の射影次元は有限で、Gは
Gorenstein射影的である。

加群に対する Auslander–Buchweitz近似定理は、上の定理からしたがう。実際、有限生成加群M

が有限な Gorenstein次元を持つと仮定して、例 3.5の複体 X = (· · · → 0 → P1 → P0 → 0 → · · · )
を考える。このとき例 3.8 により X は K(projR) の対象として有限な Gorenstein 次元を持ち、上
の定理により K(projR) 内の幽霊三角 Y → G → X → Y [1] であって Y の射影次元が有限かつ G

が Gorenstein 射影的であるものが存在する。0 次コホモロジーをとって短完全列 0 → H0(Y ) →
H0(G) → H0(X) → 0 を得る。加群 H0(Y ) は射影次元有限で H0(G) は Gorenstein 射影的なの
で、この短完全列は加群M ∼= H0(X)の Auslander–Buchweitz近似を与えている。
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