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概要

測度距離空間とは Borel 測度を持つ距離空間であり, リーマン多様体の列の極限を考える際

に定義された概念である. 現在, 測度距離空間の定義はいくつか存在するが, その中の一つに

Gromovによって考えられた確率測度を持つ測度距離空間がある. その測度距離空間の理論の中

では部分直径やオブザーバブル直径という不変量がよく用いられるが, 例えばオブザーバブル直

径が 0に収束することは空間列が一点空間に集中と呼ばれる収束をすることを意味しており, こ

の収束は高次元球面の測度集中現象などの研究に由来している. 今回はこれらの不変量が 0にな

るための必要十分条件について新たに得られた結果を発表する.

1 導入

測度距離空間 (X, dX , µX)とは距離空間 (X, dX)とX 上の Borel測度 µX からなる三つ組であり,

リーマン計量から定まる距離 (リーマン距離) と体積測度を持つリーマン多様体の一般化として定義

された. この概念はリーマン多様体の列の収束を考える際にその極限がリーマン多様体になるとは限

らないということから定式化された. この測度距離空間はリーマン多様体の持つ性質を良く引き継い

でおり, 例えば, 測度距離空間上の Sobolev 空間の理論や, リッチ曲率が下に有界であるという条件

を測度距離空間上に定式化した曲率次元条件に関する理論など, リーマン幾何学の一つの研究対象と

して近年よく研究がなされている ([1], [4], [7]).

現在, 測度距離空間の定義はいくつか存在するが, その中の一つにGromov [2]によって考えられた

µX が確率測度であるような測度距離空間 (mm-空間と呼ばれる)がある. mm-空間の理論では, 2収

束や集中という空間列の収束を主に扱っており, 特に集中は「測度の集中現象」に由来する収束で, 現

在知られている測度距離空間の収束の中で最も弱い収束であることが知られている. ここで, 測度の

集中現象とは高次元空間において見られる測度が大きく偏る現象のことであり, Lévy [5]やMilman

[6]によって発見, 定式化された. この現象は関数を用いた表現で「任意の 1-Lipschitz関数が測度的

に定数関数, つまり 1点空間上の 1-Lipschitz関数に近い」という事も出来る. これを高次元空間が 1

点空間に近いと解釈し直すことで考えられた収束が集中である. Gromovの理論の中で, 測度の集中

現象が見られる空間は Lévy族と呼ばれ, オブザーバブル直径を用いて定義される.
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2 測度距離空間のオブザーバブル直径

この節では, 測度距離空間 (特に mm-空間)やオブザーバブル直径に関連する基本的な定義や性質

を述べる. 以降, P(X)を位相空間 X 上の Borel確率測度全体とする.

定義 2.1 (Prokhorov距離). (X, dX)を距離空間とする. このとき, dP : P(X)×P(X) → [0,∞)を

dP (µ, ν) := inf{ε ≥ 0 | 任意の Borel集合 A ⊂ X に対し, µ(Nε(A)) ≥ ν(A)− εが成立する }

と定める. (ただし, Nε(A) := {x ∈ X | dX(x, a) < εとなるような a ∈ Aが存在する }とする.) こ

の dP を P(X)上の Prokhorov距離という.

定義 2.2 (mm-空間). (X, dX , µX)がmm-空間であるとは, (X, dX)が完備かつ可分な距離空間で,

µX ∈ P(X)を満たすことをいう.

以降は, mm-空間 (X, dX , µX)を単に X と表記する.

定義 2.3. mm-空間の点 x ∈ X が µX({x}) > 0を満たすとき, xをアトムという.

定義 2.4 (Lipschitz 順序). mm-空間 X が mm-空間 Y を支配する (Y ≺ X または X ≻ Y ) とは,

ある 1-Lipschitz写像 f : suppµX → suppµY が f∗µX = µY を満たすことをいい, この二項関係 ≺
を Lipschitz順序という.

定義 2.5 (mm-同型). 2つのmm-空間X, Y がmm-同型であるとは, ある等長写像 f : suppµX →
suppµY が存在して, f∗µX = µY を満たすことをいう. また, mm-空間の同型類全体を X と書く.

定義 2.6. (部分直径, オブザーバブル直径)

X を mm-空間とし, α ∈ (0, 1)とする. このとき,

diam(X;α) = diam(µX ;α) := inf{diamA | Aは µX(A) ≥ αを満たす Borel集合 }

と定め, X の α-部分直径という. そして,

ObsDiam(X;α) := sup{diam(f∗µX ;α) | f ∈ Lip1(X)}

ObsDiam(X) := inf
κ>0

max{κ,ObsDiam(X; 1− κ)}

と定め, これを X の α-オブザーバブル直径, オブザーバブル直径という. ただし, Lip1(X)は X 上

の 1-Lipschitz関数全体の集合である.

命題 2.7 ([8], 命題 2.18). mm-空間 X,Y と α ∈ (0, 1)に対し, 以下が成立する.

(1) X ≺ Y ならば diam(X;α) ≤ diam(Y ;α)

(2) ObsDiam(X;α) ≤ diam(X;α)

(3) X ≺ Y ならば ObsDiam(X;α) ≤ ObsDiam(Y ;α)



定義 2.8. (Lévy族)

mm-空間の列 {Xn}n∈N が Lévy族であるとは, 任意の α ∈ (0, 1)に対し,

lim
n→∞

ObsDiam(Xn;α) = 0

が成立すること, あるいは同値なことだが

lim
n→∞

ObsDiam(Xn) = 0

が成立することをいう.

例 2.9. Sn(rn)を正規化された体積測度を持つ半径 rn の n次元球面とするとき,

{Sn(rn)}n∈N が Lévy族である ⇔ lim
n→∞

rn√
n
= 0

が成立する. 特に, n次元単位球面の列は Lévy族である.

ここで I := [0, 1)とし, I は Lebesgue測度 L1 によって確率測度空間となる.

定義 2.10 (パラメータ). X を mm-空間とする. Borel写像 φ : I → X が φ∗L1 = µX を満たすと

き, φは X のパラメータであるという.

命題 2.11 ([8], 補題 4.2). 任意の mm-空間 X に対し, X のパラメータが存在する.

定義 2.12 (ボックス距離). mm-空間 X,Y に対し,

(1) L1(Ĩ) ≥ 1− ε

(2) 任意の s, t ∈ Ĩ に対し, |dX(φ(s), φ(t))− dY (ψ(s), ψ(t))| ≤ ε

を満たす Borel集合 Ĩ ⊂ I, X のパラメータ φ, Y のパラメータ ψ が存在するような ε > 0の下限を

2(X,Y )と書き, これを X と Y のボックス距離という. そして 2を単にボックス距離という.

定義 2.13 (Ky Fan距離). I 上の Borel可測関数 f, g : I → Rに対し, dKF を

dKF(f, g) := inf
{
ε > 0 | L1({x ∈ I | |f(x)− g(x)| > ε}) ≤ ε

}
と定めるとき, この dKF をKy Fan距離という.

mm-空間 X と X のパラメータ φに対して, φ∗Lip1(X) := {f ◦ φ | f ∈ Lip1(X)}と定める.

定義 2.14 (オブザーバブル距離). mm-空間X,Y に対し, X と Y のオブザーバブル距離 dconc(X,Y )

を
dconc(X,Y ) := inf

φ,ψ
dKF
H (φ∗Lip1(X), ψ∗Lip1(Y ))

と定める. ただし, dKF
H は dKF に関する Hausdorff距離であり, φ, ψ はそれぞれ X, Y のパラメー

タ全体を動くものとする. このとき dconc を単にオブザーバブル距離という.

命題 2.15 ([8], 定理 4.10, 定理 4.14, 定理 5.16). 2, dconc はどちらも X 上の距離であり, 特に,

(X ,2)は完備距離空間である.



定義 2.16 (2 収束, 集中). mm-空間の列 {Xn}n∈N がある mm-空間 Y に X 上の距離 2 (resp.

dconc) について収束するとき, Xn が Y に 2 収束する (resp. 集中する) といい, Xn
2−→ Y (resp.

Xn
conc−−−→ Y )と書く.

命題 2.17 ([8], 命題 5.5). 任意の mm-空間 X,Y に対し dconc(X,Y ) ≤ 2(X,Y )が成立する. 特に

mm-空間の列 {Xn}n∈N が mm-空間 Y に 2収束しているとき, {Xn}n∈N は Y に集中している.

定義 2.18 (ε-mm-同型写像). X,Y を mm-空間とする. ε ≥ 0 に対し, Borel 写像 f : X → Y が

ε-mm-同型写像であるとは, ある Borel集合 X0 ⊂ X が存在して以下を満たすことをいう.

(1) µX(X0) ≥ 1− ε

(2) 任意の x, y ∈ X0 に対し, |dX(x, y)− dY (f(x), f(y))| ≤ ε

(3) dP (f∗µX , µY ) ≤ ε

命題 2.19 ([8], 補題 4.22). mm-空間 X,Y と ε ≥ 0に対し, 以下が成立する.

(1) ε-mm-同型写像 f : X → Y が存在するなら, 2(X,Y ) ≤ 3ε

(2) 2(X,Y ) < εなら, 3ε-mm-同型写像 f : X → Y が存在する.

命題 2.20. ([8], 命題 5.7, 系 5.8)

X を mm-空間とし, ∗を 1点からなる mm-空間,つまり ∗ := ({∗}, d∗, δ∗)とするとき

dconc(X, ∗) ≤ ObsDiam(X) ≤ 2 dconc(X, ∗)

が成立する. 特に, mm-空間の列 {Xn}n∈N について, {Xn}n∈N が Lévy族であることと Xn
conc−−−→ ∗

が同値である.

命題 2.21 ([8], 4.4節). X をmm-空間とする. このとき, 任意の N ∈ Nに対し, ある µN ∈ P(RN )

が存在して,

X1 ≺ X2 ≺ · · · ≺ XN ≺ · · · ≺ X 　かつ　 XN
2−→ X (N → ∞)

を満たす. ただし, XN := (RN , ∥ · ∥∞, µN )である.

3 多変数オブザーバブル直径

次に, 今回の研究で新たに定義した“αを多変数化したオブザーバブル直径”について定義や性質

を述べる. また, この節では n ∈ N ∪ {∞}とし, n = ∞の時は, {1, . . . , n} = Nであると約束する.

定義 3.1. mm-空間Xと, α = (α1, . . . , αn) ∈ (0, 1)nに対し,Xのα-部分直径 diam(X;α),diam(X;α)



と α-オブザーバブル直径 ObsDiam(X;α)を以下のように定義する.

DX(α) :=

{
{Ai}ni=1

∣∣∣∣ {Ai}ni=1 は X の disjointな Borel集合族
µX(Ai) ≥ αi (∀i ∈ {1, . . . , n})

}

diam(X;α) :=

inf

{
sup

1≤i≤n
diamAi

∣∣∣∣ {Ai}ni=1 ∈ DX(α)

}
(DX(α) ̸= ∅)

∞ (DX(α) = ∅)
diam(X;α) := inf

Y≻X
diam(Y ;α)

ObsDiam(X;α) := sup
f∈Lip1(X)

diam((R, f∗µX);α)

命題 3.2. mm-空間 X,Y と α = (α1, . . . , αn) ∈ (0,∞)n に対し, 以下が成立する.

(1) X ≺ Y ならば diam(X;α) ≤ diam(Y ;α)

(2) ObsDiam(X;α) ≤ diam(X;α)

(3) X ≺ Y ならば ObsDiam(X;α) ≤ ObsDiam(Y ;α)

注意 3.3. diam(X;α) や ObsDiam(X;α) は多変数化に際して性質の良い不変量となる様に定義

したものである. 実際, 上で定義した diam(X;α) は n = 1 の場合, diam(X;α) = diam(X;α)

となるが, n ≥ 2 の時に命題 3.2 のような性質が成立しない場合がある. さらに, n ≥ 2 のときの

ObsDiam(X;α)を n = 1の場合と同じように

ObsDiam(X;α) := sup
f∈Lip1(X)

diam((R, f∗µX);α)

と定めると, f を定数関数とすることで ObsDiam(X;α) = ∞が常に成立してしまい, 考える意味の

ある量とはならない.

命題 3.4. mm-空間 X と α = (α1, . . . , αn) ∈ (0, 1)n に対し, 以下は同値.

(1) diam(X;α) = 0

(2) 互いに異なる点 {xi}ni=1 ⊂ X が存在して, 任意の i ∈ {1, . . . , n} に対し, µX({xi}) ≥ αi と

なる.

4 主定理

講演者は α-部分直径や α-オブザーバブル直径が 0 であることの必要十分条件が mm-空間にアト

ムが存在することと同値であるという次の定理を新たに得た.

定理 4.1. mm-空間 X と α ∈ (0, 1)に対し, 以下は同値.

(1) ある点 x ∈ X が存在して, µX({x}) ≥ α となる.

(2) diam(X;α) = 0

(3) ObsDiam(X;α) = 0



この定理の (1)と (2)の同値性は既に知られていた [3]が, (3)との同値性 (特に (3) ⇒ (2))に関し

ては新規の結果である.

さらに, この定理を次のように多変数の α-部分直径や α-オブザーバブル直径の場合にも拡張した.

定理 4.2. mm-空間 X と α = (α1, . . . , αn) ∈ (0, 1)n に対し, 以下は同値.

(1) X を支配するmm-空間 Y と, 互いに異なる点 {yi}ni=1 ⊂ Y が存在して, 任意の i ∈ {1, . . . , n}
に対し, µY ({yi}) ≥ αi となる.

(2) ある x1, . . . , xn ∈ X が存在して, 任意の I ⊂ {1, . . . , n}に対し,

µX({xi | i ∈ I}) ≥
∑
i∈I αi となる.

(3) diam(X;α) = 0

(4) ObsDiam(X;α) = 0

5 主定理の証明の概略

定理 4.1は定理 4.2から直ちに従うので, 定理 4.2についての証明の概略を述べる.

まず, (1) ⇒ (3)や, (3) ⇒ (4)は命題 3.2や命題 3.4から簡単に示せ, (3) ⇒ (2)は命題 3.4の証明

と近い議論で同様に証明できる.

(2) ⇒ (1)については, (2)を仮定すると,

νX := µX −
n∑
i=1

αiδxi

が有限測度となる. そして, i = 0, 1, . . . , nに対し,

Xi :=

{
X (i = 0)

{xi} (i ≥ 1)

Y :=
n∪
i=0

(Xi × {i}) ⊂ X × Z

µY := νX ⊗ δ0 +

n∑
i=1

αiδ(xi,i)

と定めると, (Y, dY , µY )は mm-空間であり, (ただし, dY は X × Z上の直積距離から誘導される距
離である.) (1)の条件を満たす.

(4) ⇒ (2)は, まず X = (RN , ∥ · ∥∞, µ)の場合において証明する. そのためには, 以下の補題が重

要である.

補題 5.1. N ∈ N とし, µ を RN 上の Borel 確率測度とする. このとき, ある 1-Lipschitz 関数

f : (RN , ∥ · ∥∞) → Rが存在して以下を満たす.

• f∗µ({b}) > 0 を満たす任意の b ∈ R に対し, ある一意的な x ∈ f−1({b}) が存在して,

µ({x}) = f∗µ({b})となる.



この補題 5.1 から, µ ∈ P(RN ) に対し, ある f : (RN , ∥ · ∥∞) → R が取れる. (4) を仮定すると,

diam((R, f∗µ);α) = 0がわかるから, (3) ⇒ (2)と合わせて, ある b1, . . . , bn ∈ Rが存在して, 任意

の I ⊂ {1, . . . , n}に対し, f∗µ({bi | i ∈ I}) ≥
∑
i∈I αi となる. そして, f の性質から, 各 bi ∈ Rに

対し, xi ∈ f−1({bi})が取れて, この x1, . . . , xn ∈ RN が (2)の条件を満たす. 次に, 一般の X の場

合に証明する. 命題 2.21より, 任意の N ∈ Nに対し, ある µN ∈ P(RN )が存在して,

X1 ≺ X2 ≺ · · · ≺ XN ≺ · · · ≺ X 　かつ　 XN
2−→ X (N → ∞)

を満たす. ここで, XN = (RN , ∥ · ∥∞, µN )であるから, X = RN の場合の (4) ⇒ (2)と

ObsDiam(XN ;α) ≤ ObsDiam(X;α) = 0

より, ある x1,N , . . . , xn,N ∈ XN が取れ, さらに, XN
2−→ X と命題 2.19 より, ある εN ↘ 0 と

εN -mm-同型写像 fN : XN → X が取れる. このとき, 各 i = 1, . . . , nに対し, {fN (xi,N )}N∈N ⊂ X

の (収束部分列の) N → ∞における極限 xi ∈ X を考えると (2)を満たすことが示せる.
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