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概要
ファイバーバンドルの同型類について, 基本となるのは S1 バンドルであり, 有向 S1 バンドルの同型類は
オイラー類と一対一に対応する. 今回は有向 T 2 バンドル, 特に底空間を有向閉曲面 Σg 上のバンドルを考
える. 本講演では, 主定理である「任意の Σg 上の有向 T 2 バンドルは g 個の T 2 上の有向 T 2 バンドルの
ファイバー連結和と同型である. 」に触れる前に, 先行研究である Sakamoto-Fukuhara(1983) に触れつ
つ, 主定理の証明の鍵である道具「チャート」について書かれている S.Kamada(2007)を紹介する. その
後, チャートを用いた主定理の証明のスケッチを少し説明する. 本研究は北海道大学の粕谷直彦氏との共同
研究である.

1 序文
底空間とファイバーに出てくる T 2を区別するためこの講演では底空間をすべて Σg の形で表し, バンドルに

ついては明示がない限り有向であるとする. Σg 上の T 2バンドルの同型類はモノドロミー ȷとオイラー類 e に
よって決定される. g = 0のとき, つまり S2 上の T 2 バンドルに対して, モノドロミー ȷ : ı1(S

2) → SL(2;Z)
を考えると ı1(S

2)=0よりモノドロミーが自明なものしか存在しない. したがって, S2 上の T 2 バンドルの同
型類はオイラー類 e ∈ H2(S2) ≃ Zによって決まる. g = 1のとき, つまり Σ1 上の T 2 バンドルの同型類につ
いては, [S-F]にて解決済みである. (詳細は Theorem5を参照) さらに, 一般の種数 g について私たちは次のこ
とを証明した.

Theorem 1 (主定理). 任意の Σg 上の有向 T 2 バンドルは g 個の T 2 上の有向 T 2 バンドルのファイバー連
結和と同型である.

一般に, g 個の Σ1 上の T 2 バンドルをファイバー連結和することで Σg 上の T 2 バンドルを得ることがで
きる. しかし, この逆, つまり任意の Σg 上の T 2 バンドルが g 個の Σ1 上の T 2 バンドルに分解できるか
どうかは非自明であり, この非自明さというのはモノドロミーが E2 であるような Σg 上の分離曲線をとる
ことができるかにあった. 一般にファイバー連結和という操作はwell-definedではない. 貼り合わせの際に
写像類群 ı0(Diff+(T 2)) ≃ SL(2;Z) の元の分だけずれることに起因している. だが貼り合わせの元として
E2 ∈ SL(2;Z)を取ることが出来るのならばファイバー連結和という操作はwell-definedになる. そして上のモ
ノドロミーに関して次を証明した.

Theorem 2. g ≥ 1とする. 任意の表現 ȷ : ı1(Σg ) → SL(2;Z)に対し,

ı1(Σg ) = ⟨¸1; ˛1; · · · ; ¸g ; ˛g | [¸1; ˛1] · · · [¸g ; ˛g ] = 1⟩

となる生成系 {¸i ; ˛i}1≤i≤g が存在して, すべての i について ȷ(¸i ) = ±E2 が成立する.

この Theorem2の証明には「チャート」と呼ばれる道具が重要な役割を担っている. 証明では, 本来はモノド



ロミー ȷ : ı1(Σg ) → SL(2;Z)について議論するべきだが, 自然な射影 ı : SL(2;Z) → PSL(2;Z)との合成に
よって得られる準同型 ı ◦ ȷ : ı1(Σg ) → PSL(2;Z)に着目する. PSL(2;Z) = ⟨a; b | a2; b3⟩であるから, ı ◦ ȷ
にチャートを用いてこの定理が導かれる. そして Theorem2 によって Theorem1が成り立つことが分かる.

2 有向 T 2 バンドル
2.1 T 2 バンドルのモノドロミー及びオイラー類
‰ : M4 → B を連結底空間 B 上の T 2 バンドルとする. B 上の基点 b0 をとり, F0 := ‰−1(b0)とする. また

同じ向きを保つ微分同相写像 Φ : T 2 → F0 によって F0 と T 2 を同一視する.
ここで l : [0; 1] → B を l(0) = l(1) = b0 を満たす loopとする. ‰ : M4 → B の引き戻し l∗‰は [0; 1]上の自

明束であるので, 写像 ffi : [0; 1]× T 2 → M4 で次を満たすものがある.

(1) ‰(ffi(t; p)) = l(t)

(2) ffit(p) := ffi(t; p) によって定義される写像 ffit : T
2 → Ft(= ‰−1(l(t))) は向きを保つ微分同相写像であ

る.
(3) ffi0 = Φ : T 2 → F0

F0 = F1 より, 微分同相写像 Φ−1 ◦ ffi1 : T 2 → T 2 が得られる. Φ−1 ◦ ffi1 のアイソトピー類 [Φ−1 ◦ ffi1](∈ M1)

は l のホモトピー類 {l} と Φ によって決定される. この類 [Φ−1 ◦ ffi1] を {l} と Φ に関連するモノド
ロミーという. 今, 局所自明化 Φ : T 2 → F0 を固定する. {l} を [Φ−1 ◦ ffi1] に送ることによって写像
ȷ : ı1(B; b0) → M1 = ı0(Diff+ T 2) ≃ SL(2;Z)が得られる. 加えて, M1 の群構造 *を ∗ : (a; b) → b ◦ aと
する. このとき, ȷは準同型となる.
また e とは, cross sectionの存在のための障害であり

e ∈ H2(Σg ; eı1(T
2))

である. ここで eı1(T
2))は T 2 上の局所系であり, cross sectionの存在のための障害であることからオイラー

類と識別しても誤解はない.

2.2 T 2 上の T 2 バンドルの分類
この章は [S-F]を参考にしている.
一般に Σ1 上の T 2 バンドルはモノドロミー A;B ∈ SL(2;Z) とオイラー類 (m; n) ∈ Z2 を用いて考察す

ることができる. A;B ∈ SL(2;Z), m; n ∈ Z をとる. ただし A;B は準同型写像 ȷ : ı1(Σ1) → SL(2;Z) か

ら決まるものなので AB = BA をみたす.
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と定義する. これは Σ1 上の T 2 バンドルである.

Proposition 3 (典型的な T 2 上の T 2 バンドルの同型). AB = BA;A′B′ = B′A′ を満たす A;B; A′; B′ ∈
SL(2;Z) とする. ¸; ˛; ff; fi と ¸′; ˛′; ff′; fi ′ がそれぞれ ı1(M

4); ı1(M
′4) の標準的な生成元とする. ただし

M4 = M(A;B;m; n);M ′4 = M ′(A′; B′;m′; n′)とする.

(1) A′ = ApBr ; B′ = AqBsとなるような P =
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きバンドル同型 f : M ′ → M が存在し次を満たす.
f∗(ff

′) = ff; f∗(fi
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′) = ¯̧p ¯̨r ; f̄∗( ¯̨
′) = ¯̧q ¯̨s . ただし f̄∗ : ı1(Σ1) → ı1(Σ1)は底空間の間にあ

る写像から誘導される底空間の基本群の間の準同型写像であり, ¯̧ = ı∗(¸)なども同様である.
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のときバンドル同型 f : M ′ → M が存在し次を満たす.
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する. このときバンドル同型 f : M ′ → M が存在し次を満たす.
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また Σ1 上の T 2 バンドルでは AB = BAをみたすモノドロミー A;B ∈ SL(2;Z)は次のように表すことが
できる.

Proposition 4. 任意の可換な行列 A;B ∈ SL(2;Z)に対し, C ∈ SL(2;Z)および互いに素な p; q ∈ Zが存在
して, A = ±Cp; B = ±Cq が成立する.



この補題の元々の証明は初等整数論に基づいているが 3 章にてチャートによる別証明を与えておく. さら
に, この命題から Σ1 上の T 2 バンドルの同型類について次の形になる.

Theorem 5. (Sakamoto-Fukuhara 1983). 任意の T 2 上の有向 T 2 バンドル ‰ : M4 → T 2 に対し, B ∈
SL(2;Z); (m; n) ∈ Z2 が存在して, ‰ はM(E2; B;m; n)またはM(−E2; B;m; n)とバンドル同型である. さら
に, M("E2; B;m; n)とM(‹E2; C; k; l)がバンドル同型であるための必要十分条件は以下の 2条件のいずれか

が成立することである. ただし, "; ‹ = ±1であるとし, B =
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‰ : M4 → Σg を Σg 上の T 2 バンドルとする. このときモノドロミーとオイラー類によって ‰ を次のように
観察できる.
Σg は 0-cell e0, 1-cell e11 ; e

1
2 ; · · · ; e12g , 2-cell e2 に胞体分割できることを踏まえて, ‰ を e0 に制限すると

自明な T 2 バンドルが得られる. e0 の近傍に対しても可縮なので, 自明な T 2 バンドルであり, これを e11 上に
自明化を延長する. このとき 1-cell のリターンマップの元として SL(2;Z) の元が定まる. e12i−1 の属するホ
モトピー類の代表元を ¸i , e12i の属するホモトピー類の代表元を ˛i とする. ȷ(¸1) = A1; ȷ(˛1); · · · ; ȷ(¸g ) =

Ag ; ȷ(˛g ) = Bg とおくと, {¸i ; ˛i}1≤i≤g が ı1(Σg ) の生成元であるから, A1; B1; · · · ; Ag ; Bg ∈ SL(2;Z) は
[A1; B1] · · · [Ag ; Bg ] = E2 を満たす.
最後に, 2-cellの境界の S1 上における貼り合わせから ı1(Diff+(T 2)) ≃ Z2 の元が定まる. これはオイラー

類と呼ばれる. このように構成した Σg 上の T 2 バンドルをM(A1; B1; · · · ; Ag ; Bg ;m; n)と表すこととする.
また T 2 上の T 2 バンドルでの典型的なバンドル同型と同様に Σg 上の T 2 バンドルにおいても, モノドロミ

ー ȷについては SL(2;Z)の共役による作用と Diff+(Σg )の ı1(Σg )に対する作用を, オイラー類 e について
も SL(2;Z)の作用を考慮することで典型的なバンドル同型が分かる. 実際, 以下が成立する.

Proposition 6. ‰ : M4 → Σg , ‰′;M ′4 → Σg をともに Σg 上の T 2 バンドルとし, それぞれのモノドロミ
ーおよびオイラー類を ȷ; ȷ′; e; e ′ とおく. このとき, 以下の 2条件は同値である. 以下のいずれかが満たされ
れば,



(1) ‰; ‰′ はバンドル同型である.
(2) f ∈ Diff+(Σg ); P ∈ SL(2;Z)が存在して, ȷ ◦ f∗ = Pȷ′P−1 かつ e = f ∗e ′ となる.

g = 1とすれば Proposition3になる.

2.3 ファイバー連結和
2 つの Σ1 上の T 2 バンドルからファイバー連結和という操作によって Σ2 上の T 2 バンドルを構成する.

Σg−1 上の T 2 バンドルと Σ1 上の T 2 バンドルから Σg 上の T 2 バンドルを構成するのも同様にできる. 以下
2つの Σ1 上の T 2 バンドル ‰ : M4 → Σ1; ‰

′ : M ′4 → Σ1 から Σ2 上の T 2 バンドルを構成する.
2-diskD;D′ をそれぞれの局所自明化 ffiU ; ffi

′
U′ に対して D ⊂ U;D′ ⊂ U ′ となるようにとる. さらに

f : @D → @D′; 向きを逆にする微分同相写像, Ψ: T 2 → T 2; 向きを保つ微分同相写像とする. このとき,

Φ: ‰−1(@D)
ffiU−→ @D× T 2 f×Ψ−−−→ @D′ × T 2

ffi′−1

U′−−→ ‰′−1(@D′)によってfiberwiseに貼り合わせをすることにより,
Σ2 上の T 2 バンドルを構成できる.

Remark 7. T 2 バンドル同士のファイバー連結和はそのままでは well-defined ではない. なぜなら,
ı0(Diff+T 2) = SL(2;Z), ı1(Diff+T 2) = Z2 の元を一つずつ選ぶ必要があり, それによって, モノドロミ
ーとオイラー類がそれぞれ影響を受けるからである.

Φ

図1: ファイバー連結和

実際, M(A;B;m; n);M ′(A′; B′;m′; n′) に対して Ψ : T 2 → T 2 に関するファイバー連結和 M]ΨM
′ は
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の 2つの表し方がある. ここで P ∈ SL(2;Z)は [Ψ] ∈ M1 = ı0(Diff+(T 2)) ≃ SL(2;Z)に対応する元である.
しかし, この 2つはバンドル同型でない.



3 Ｇ-モノドロミー表現のチャートによる記述
Definition 8 (G-モノドロミー). 群 G に対して準同型

ȷ : ı1(Σg ) → G

を G-モノドロミー表現という.

グラフの辺にラベルを与えるための集合 X を用意する. Γを Σg に埋め込まれた有限グラフとする. Γの各
辺は向き付けられており, かつ X の元がラベルとして与えられているとする.

Definition 9 (交叉語). Γ の辺と横断的に交わる道 ” : [0; 1] → Σg をとる. ” が始点を出発して終点に至
るまでに, Γと有限個の点 b1; b2; · · · ; bn でこの順番に交わるとする. bi において, Γの辺のラベルを xi とす
る. bi において, Γの辺が ” の進行方向に対して左から右へ通過するとき "i = +1,右から左へ通過するとき
"i = −1と定める. このとき, X ∪X−1 の元を文字とする語 wΓ(”) := x"11 x"22 · · · x"nn を Γに対する ”の交叉語
という.

図 2では Σg に埋め込まれたpath l に対して Γの辺 b; b; aが横断的に交差している. l の進行方向に対し最
初に交差する辺 bは左から右に, 次の辺 bも左から右, 最後の辺 aは右から左に交差している. よって, Γに関
する l の交叉語 wΓ(l) = b2a−1 となる.

図2: l に対する交叉語

⟨X ;R⟩を有限表示可能な群 G の有限表示とする. ただし X :有限集合, R : X ∪X−1 の元を文字とする語の
集合とする.

Definition 10 (チャート). Γが次の条件を満たすとき, Γを Σg 上のチャートという.

• v が Γの頂点であるとき, wΓ(mv )はR∪R−1 の元の巡回置換である.

ここで mv は, 頂点 v を囲む小さい単純閉曲線かつ, 向きが Σg の向きに対して適合するようなloopである. ま
たチャートには G の生成元にあたる hoopが入ることを許す.

図 3 は G = ⟨a; b | a2; b3⟩ での T 2 上のチャートの例になる. ここで v ∈ {Γの頂点} に対して, v を囲む
小さな単純閉曲線の交叉語を見ると b−3 となっておりこれは R ∪R−1 の元の巡回置換になっている. Σg 上
のloopに対して Γに関する loopの交叉語を与えることでチャート Γに対し G-モノドロミーを考えることが
できる. これを ȷΓ と表す. l ; l ′ を同じホモトピー類に属する T 2 上のloopとする. このときある頂点に対して
l ; l ′ が外に回っているか内に回っているかだけ違いがあるとする. 頂点の回りのグラフは R ∪R−1 の元の巡
回置換であるから ȷΓ([l ]) と ȷΓ([l

′]) は G において一致する. 従って, ȷΓ はwell-definedである. 先のチャー
トの例で図４にて図示したloop ¸; ˛ に対して ȷΓ を考える. 図 4 においてloop ¸ に対して wΓ(¸) は b であ



図3: Γと wΓ(@v)の例

図4: ȷΓ の計算例

るので, ȷΓ(¸) = b となる. loop ˛ に対しては wΓ(˛) は ba2 であるので, ȷΓ(¸) = ba2 = b となる. 図 5 の
チャートにおいて, ȷΓ(¸) = e であり, ȷΓ(˛) = b−1a である. 図 6 のチャートにおいて, ȷΓ(¸) = e であり,
ȷΓ(˛) = a−1b−1aである. (ただし e は G の単位元である. )

Theorem 11 (S.Kamada). 任意のG-モノドロミー表現 ȷに対して, ȷΓ = ȷを満たすy0 を基点とするチャートΓ

が存在する.

この定理によりモノドロミーを見るにはそれに付随するチャートを調べればよいことになる. またチャート
を定義し終えたところで,前の Proposition4をチャートを用いて証明する.

チャートによる Proposition4の証明. ı1(T
2) = Z2 の生成元 ¸; ˛ をとり, 固定する. 写像 ȷ : ı1(T

2) →
SL(2;Z) を m; n ∈ Z に対して ȷ(¸m˛n) = AmBn と定めれば, これは準同型である. さらに, 自然な写像
ı : SL(2;Z) → PSL(2;Z)との合成をとれば, 準同型 ı ◦ ȷ : ı1(T

2) → PSL(2;Z)が得られる. Theorem11に
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図5: G = F2 = ⟨a; b⟩のときの T 2 上のチャート
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図6: G = ⟨a; b | a2; b3⟩のときの T 2 上のチャート

よって, この ı ◦ ȷと群の表示 PSL(2;Z) = ⟨a; b | a2; b3⟩ = Z2 ∗ Z3 に対応して得られる T 2 上のチャートを
Γとおく.

(1) Γ に 2 価頂点とhoopsが存在しないとき, ı ◦ ȷ は Z3 への準同型とみなせるので, Z3 の生成元

b := ı(

 
0 −1

1 1

!
)を用いて,

ı ◦ ȷ(¸) = ı(A) = bi ; ı ◦ ȷ(˛) = ı(B) = bj (i ; j ∈ {0; 1; 2})

と表せる. よって, A = ±
 
0 −1

1 1

!i

; B = ±
 
0 −1

1 1

!j

となる.

(2) Γに 2価頂点またはhoopsが存在するとき, 任意のhoopは T 2 上の単純閉曲線である. 一方, 2価頂点の



連結成分も T 2 上の単純閉曲線である. このような単純閉曲線を 1つ取り c とおけば, c の平行な単純
閉曲線 c ′ で c ′ ∩ Γ = ∅となるものがとれる. すると, ı ◦ ȷ(c ′)は自明になるから, c ′ に沿ったモノド
ロミーは ȷ(c ′) = ±E2 である. 一方, c ′ は T 2 上の単純閉曲線なので, 互いに素な p; q ∈ Zが存在して,
c ′ = ¸q˛−p となる. よって

ȷ(c ′) = AqB−p = ±E2

が従う. p; q は互いに素なので, Euclidの互除法により, ps + qr = 1を満たす r; s ∈ Zが存在する. そ
こで, C = AsBr とおくと,

Cp = ApsBpr = A1−qrBpr = A(AqB−p)−r = (±E2)
rA = ±A

Cq = AqsBqr = AqsB1−ps = B(AqB−p)s = (±E2)
sB = ±B

となるから, A = ±Cp; B = ±Cq と表せる.

4 主定理の証明について
主定理の証明はモノドロミーが E2 であるような Σg 上の分離曲線 ‚ が任意の種数 g に対して存在すること

を示せばよい. また, 下の命題も主定理を示すのに欠かせない命題になっている.

Proposition 12. ABA−1B−1 = −E2 をみたず A;B ∈ SL(2;Z)は存在しない.
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