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概要
K 理論の Bott 周期性と整数量子ホール効果のバルクエッジ対応の各々の別証明を与える.

Bott周期性については証明を配置空間と結びつけ, その際に代数幾何における Quot schemeを
用いた. バルクエッジ対応については直接的かつより初等的な証明を与えた.

D2 := {z ∈ C | |z| ≤ 1}, B2 := D2 \ ∂D2, S1 := ∂D2 とする.

1 イントロダクション
K 理論の Bott 周期性の証明方法は様々なものが知られている. まず, Bott により 1959 年に

Morse 理論を使って初めて示された [Bot59]. その後, Atiyah–Bott により初等的な証明 [AB64] が
与えられ, Atiyah により族の指数を使った証明 [Ati68] が与えられた. 他にも, Atiyah–Singer の
Kuiperの定理を使った証明 [AS69], MacDuffの quasifibrationを使った証明 [Mac77], Harrisのユ
ニタリ行列のスペクトル分解と group completion theoremを使った簡潔な証明 [Har80]などがある.

Atiyah–Bott による証明 [AB64], Atiyah による証明 [Ati68] と我々の証明の比較を述べる. 三者
とも, Bott 写像 βX : K(X) → K(X × (D2, S1)) の逆を構成するという方針である. Atiyah–Bott

による構成では, S2 上のベクトル束の clutching functionを Laurent多項式で近似した後, 多項式に
直し, 一次式に直し, 最後に Bloch束を取る構成でベクトル束を得ている. 対して, 我々の証明では多
項式から直接ベクトル束を得ていて, 一次式の場合に制限すると 2つの構成は一致している. Atiyah

による構成では clutching functionの Toeplitz operatorを取り, その族の指数を取ってK 群の元を
得ている. Atiyahは Atiyah–Bottの証明と Atiyahの証明の比較を行なっている [Ati68]. そこでは
両者の構成の中間となる構成として, 多項式を C[z]-homomorphismとみなし, その cokernelを取る
構成を挙げている. 我々はその構成を sheaf homomorphism として見直し, さらに多項式からベク
トル束を得る操作の前段階として, 多項式からベクトル空間でラベル付けされた配置の族を得る段階
(Section 4)があることを明確にした. K-homology theoryとベクトル空間でラベル付けされた配置
空間との関係は Segalにより明らかにされている [Seg77]. 我々はベクトル空間でラベル付けされた
配置空間と Bott 周期性の証明を結びつけ, その際に Quot scheme を用いた代数幾何的構成を利用
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した.

整数量子ホール効果は Klitzing–Dorda–Pepper によって 1980 年に初めて実験的に発見された
[KDP80]. バルク指数はThouless–Kohmoto–Nightingale–den-Nijsによって第一Chern数 (TKNN

数と呼ばれる)として導入された [TKNdN82]. 整数量子ホール効果のバルクエッジ対応は Hatsugai

により 1993 年に Riemann 面を用いて初めて示された [Hat93]. その後, Kellendonk–Richter–

Schulz-Baldesによって C∗環のK 理論を用いて数学的に証明が与えられた [KRSB02]. Graf–Porta

はある別のベクトル束, つまり, 特定の方向に減少するハミルトニアンの解を使ったベクトル束を構
成し, それを用いてバルクエッジ対応を証明した [GP13]. Hayashiはそのベクトル束を K 理論や指
数理論の観点から調べ, 指数のコボルディズム不変性を用いてバルクエッジ対応を証明した [Hay17].

対して, 我々は, Hayashiと同じ設定のもとでより直接的かつ初等的な方法でバルクエッジ対応を証
明した.

2 Bott周期性の別証明 (主結果 1)

この節では Bott周期性の主張を述べ, 後の Section 3, 4を用いて別証明を与える.

Definition 2.1. (X,A)をコンパクトハウスドルフ空間とその閉部分空間の対とする. X 上のベク
トル束 E, F , ベクトル束の同型 α : E|A → F |A の組 (E,F, α) の同型類全体の集合を K(X,A) と
書く. K(X,A)上の同値関係 ∼を以下の関係から生成されるものとする.

(1) (E,F, α), (E,F, α′) ∈ K(X,A)に対して, E|A → F |A が同型であることを保って αと α′ が
ホモトピックであるとき, (E,F, α) ∼ (E,F, α′)である.

(2) (E,F, α) ∈ K(X,A)とX 上のベクトル束 Gに対して (E,F, α) ∼ (E ⊕G,F ⊕G,α⊕ id)で
ある.

空間対 (X,A)の K 群 (K-group)を K(X,A) := K(X,A)/∼と定める. (E,F, α)の K(X,A)にお
ける同値類を [E,F, α]と書く. また X の K 群を K(X) := K(X, ∅)と定める. X 上のベクトル束
E に対して, [E] := [E, 0, ∅] ∈ K(X)と書く.

このとき, Bott周期性の主張は次のように書ける.

Theorem 2.2 ([AB64], [Ati68]). X をコンパクトハウスドルフ空間とする. このとき, Bott写像

βX : K(X) → K(X × (D2, S1)); [E] 7→ [E]⊠ [C,C, z−1] = [proj∗XE, proj∗XE, z−1]

は同型である. ここで z は S1 の座標, [C,C, z−1] ∈ K(D2, S1), ⊠は外部テンソル積である.

Section 3, 4を用いて証明に必要な構成を述べる.

Construction 2.3. V を有限次元複素ベクトル空間, lを非負整数とする. 各 0 ≤ j ≤ lに対して連
続写像 aj : X → EndC(V )が与えられたとする. すると, EndC(V )係数の多項式の連続族Hx(z) :=

l∑
j=0

aj(x)z
j


x∈X



が得られる. 任意の x ∈ X, z ∈ S1 に対して, Hx(z) ∈ GLC(V )と仮定する. また, det(Hx)の B2

内の根の重複度の総和は x ∈ X に依らず定数 r だと仮定する.

{Hx(z)}x∈X は仮定より Definition 4.1で定義される PolylV を用いて連続写像H : X → Polyl,rV,S1

を定める. Theorem 4.6より, 写像 configB2 : Poly
l,r
V,S1 → ConfrV,B2 は連続であり, Proposition 3.2

より, ConfrV,B2 上のベクトル束 Er
V,B2 → ConfrV,B2 が存在する. 以上の準備により, X 上のベク

トル束 BunX(V,H) := config(H)∗Er
V,B2 → X が得られる. ここで, config(H) は config(H) :=

configB2 ◦H : X → ConfrV,B2 とした.

BunX(V,H) Er
V,B2

X Polyl,rV,S1 ConfrV,B2

⌟

H configB2

Proof of Theorem 2.2. まず, αX : K(X × (D2, S1)) → K(X) を定める. K(X × (D2, S1)) の
元は代表元として, 有限次元複素ベクトル空間 V と連続写像 H : X × S1 → GLC(V ) を用いて
[V , V ,H] ∈ K(X × (D2, S1)) という形で取れる. さらに, H は x ∈ X に対して, Laurent 多項
式 Hx(z) =

∑l
j=−k aj(x)z

j という形をしているとしてよい. ここで, 任意の x ∈ X に対して,

aj : X → EndC(V ) は連続写像である. zk 倍すると, 多項式の族 (zkH)x(z) =
∑k+l

j=0 aj−k(x)z
j

となる. Construction 2.3 を適用すると, X 上のベクトル束 BunX(E, zkH) が得られる. そこで,

αX([E,F ,H]) = αX([proj∗XE, proj∗XE,H]) := [E⊕k]− [BunX(E, zkH)] ∈ K(X)と定める. これ
は well-definedである.

αX : K(X × (D2, S1)) → K(X)が βX : K(X) → K(X × (D2, S1))の逆写像であることを示す
ためには以下の 3つの条件を満たしていることを確認すれば十分である [Ati68]. ここでは証明は省
略する.

(A1) αX は X に関して関手的である.

(A2) αX はK(X)-module homomorphismである.

(A3) αX([C,C, z−1]) = [C].

Section 3 では, 配置空間 ConfrV,B2 とその上の大域切断束 Er
V,B2 → ConfrV,B2 を構成し, Quot

schemeとの関係を調べる. Section 4では, 配置写像 configB2 : Poly
l,r
V,S1 → ConfrV,B2 を定義し, そ

の連続性を調べる. 行列係数の多項式から B2 上の配置を得るこの配置写像が我々の Bott周期性の
証明において鍵となる写像である.

3 配置空間の構成
3.1 配置空間と大域切断束の構成
Definition 3.1. V を有限次元複素ベクトル空間, U を複素平面 Cの開集合, r を非負整数とする.

行列 A ∈ Mr(C)と線型写像 ι : V → Cr が次の条件を満たすとき, (A, ι)を U 上の階数 r の V -配置



(V -configuration)と呼ぶ.

• Aの固有値の集合 σ(A)は U に含まれる.

•
r−1∑
i=0

Aiι : V ⊕r → Cr は全射である.

U 上の階数 r の V -配置全体のなす集合を C̃onf
r

V,U と書く. C̃onf
r

V,U には Mr(C) × HomC(V,Cr)

の部分空間としての位相が定まる. GLr(C) の Mr(C) への共役作用と HomC(V,Cr) への post-

compositionによる作用により, C̃onf
r

V,U には GLr(C)の左作用が定まる.

Proposition 3.2. 左作用GLr(C) y C̃onf
r

V,U は freeかつ properである. 特に, 商写像 C̃onf
r

V,U →
GLr(C)\C̃onf

r

V,U は主GLr(C)束であり, 商空間ConfrV,U := GLr(C)\C̃onf
r

V,U は r ·dimC V 次元複
素多様体である. さらに, 同伴束として階数 rのベクトル束 Er

V,U := C̃onf
r

V,U×GLr(C)Cr → ConfrV,U

が得られる.

ConfrV,U を U 上の階数 r の V -配置空間 (V -configuration space), Er
V,U → ConfrV,U を ConfrV,U

上の大域切断束 (global section bundle) という. (A, ι) ∈ C̃onf
r

V,U の同値類を [A, ι] ∈ ConfrV,U と
書く.

3.2 Quot schemeとの比較
この節では, ConfrV,C と代数幾何学における Quot schemeの比較を行う.

Definition 3.3. SchC を SpecC 上の locally noetherian schemes のなす圏とする. r を非負整数
とする. E を A1

C 上の連接層とする. 反変関手 Quotr
E,A1

C
: Schop

C → Set を以下のように定める.

T → SpecCに対して, 対 (F , q)であって以下を満たすものを T でパラメトライズされた E の商の
族 (family of quotients of E parametrized by T )と呼ぶ.

(1) F は A1
T 上の coherent sheaf であって, F のサポートは T 上 proper であり, F は T 上 flat

である.

(2) q : ET → F は surjective OA1
T
-linear homomorphism である. ここで, ET は E の射影

A1
T → A1

C による引き戻しである.

(3) 任意の t ∈ T に対して, Ft = F|(A1
T )t
の Hilbert多項式は定数 r である.

Quotr
E,A1

C
(T )を T でパラメトライズされた E の商の族の同型類のなす集合と定める.

Fact 3.4 ([Nit05]). 関手 Quotr
E,A1

C
は表現可能である.

関手 Quotr
E,A1

C
の表現対象を QuotrE,Ar

C
と書く.

Proposition 3.5 ([Ric17]). V を有限次元複素ベクトル空間とする. QuotrOA1C
⊗V,A1

C
の analytifica-

tionと ConfrV,C は同相である.



4 配置写像の構成と連続性
4.1 配置写像の定義
V を d次元複素ベクトル空間, l, r ∈ Z≥0 とする. また, γ を C内の単純閉曲線, Dγ を C \ γ の 2

つの連結成分のうち有界な方とする.

Definition 4.1. EndC(V )係数 l次多項式全体の集合を PolylV と書く. PolylV には EndC(V )×(l+1)

から自然に位相が定まる. l次の係数が可逆である元のなす PolylV の部分空間を Polyl,invV と書く. ま
た, f(z) ∈ PolylV であって, 「∀λ ∈ γ, f(λ) ∈ GLC(V )」を満たすもののうち, det f(z)の Dγ に含
まれる零点の位数の和が r であるもののなす PolylV の部分空間を Polyl,rV,γ と書く.

配置写像 configC : Poly
l,inv
V → ConfdlV,C を以下で定める. f(z) ∈ Polyl,invV とする. OC(–;V ) を

C上の V に値を取る正則関数のなす層とする. f̃ : OC(–;V ) → OC(–;V ) を, Cの開集合 U と切断
s ∈ OC(U ;V )に対して f̃(U)(s)(z) := f(z)s(z)により定める. すると, f̃ は単射である. よって, 以
下の短完全列が得られる.

0 OC(–;V ) OC(–;V ) Coker f̃ 0
f̃

Lemma 4.2. Coker f̃ のサポートは有限集合であり, 任意の λ ∈ Cに対して, dimC Coker f̃λ < ∞
である. さらに, dimC H0(Coker f̃) = dlである.

Lemma 4.3. 自然な射影 OC(–;V ) → Coker f̃ が H0 に誘導する射 π : OC(C;V ) → H0(Coker f̃)

は全射である.

Lemma 4.3より以下の系列は完全であり, Lemma 4.2より H0(Coker f̃) ∼= Cdl である. 同型を 1

つ固定して φ : H0(Coker f̃) → Cdl とおく.

0 OC(C;V ) OC(C;V ) H0(Coker f̃) 0
f̃(C) π

OC(C;V ) 上の掛け算作用素 z について, f̃ と z は可換なので z : OC(C;V ) → OC(C;V ) は
z : H0(Coker f̃) → H0(Coker f̃) を誘導する. A(f) := φ ◦ z ◦ φ−1 ∈ Mr(C) と定める. 定数関
数を返す写像 const. : V → OC(C;V )を用いて, ι(f) := φ ◦ π ◦ const. : V → Cdl と定める.

Definition 4.4. 配置写像 (configuration map) configC : Poly
l,inv
V → ConfdlV,C を configC(f(z)) :=

[A(f), ι(f)]により定める.

また, 配置写像 configDγ
: Polyl,rV,γ → ConfrV,Dγ

を configC と同様の方法で定める. ただし,

OC(–;V )の代わりに ODγ (–;V ) := OC(–;V )|Dγ
を用いる.

4.2 配置写像の連続性
配置写像について以下の 2つの命題が成り立つ.



Theorem 4.5. 配置写像 configC : Poly
l,inv
V → ConfdlV,C は連続である.

Theorem 4.6. γ を C内の単純閉曲線とする. このとき, 配置写像 configDγ
: Polyl,rV,γ → ConfrV,Dγ

は連続である.

Theorem 4.5の証明の方針について述べる. まず, Polyl,invV に対応するスキームを準備する.

Definition 4.7. 可換環 P l
d を P l

d := C[{X(k)
ij }1≤i,j≤d,0≤k≤l, T ]/(T · det(X(l)

ij )− 1)と定める.

SpecP l
d の analytificationと Polyl,invCd は同相である.

l次の係数が可逆であるMd(P
l
d)係数 l次多項式 F (z)を F (z) := (X

(l)
ij )zl + (X

(l−1)
ij )zl−1 + · · ·+

(X
(0)
ij ) と定める. F (z) は層の準同型 F̃ : Od

A1

Pl
d

→ Od
A1

Pl
d

を定める. F̃ は injective なので, cokernel

を取って, 短完全列

0 Od
A1

Pl
d

Od
A1

Pl
d

Coker F̃ 0F̃ q

が得られる.

Proposition 4.8. [Coker F̃ , q] ∈ QuotdlOd

A1C
,A1

C
(SpecP l

d)である.

Proof of Theorem 4.5. Proposition 4.8 より, scheme の射 SpecP l
d → QuotdlOd

A1C
,A1

C
が定まる.

analytification を取ることにより連続写像 Polyl,invCd → ConfdlCd,C が定まり, 構成よりこれは
configC : Poly

l,inv
Cd → ConfdlCd,C と一致する.

5 バルクエッジ対応の設定と指数の定義
X を向き付けられた滑らかな n 次元閉多様体, E を X 上の階数 d の複素ベクトル束とする. 各

x ∈ X に対して有界線形作用素

Hx : l
2(Z;Ex) → l2(Z;Ex)

が与えられているとする. H := {Hx}x∈X と書く. Hx は x ∈ X に依らない k, l ∈ Z≥0 を用いて
Hx =

∑l
j=−k aj(x)S

j と表せると仮定する. ここで, S : l2(Z;Ex) → l2(Z;Ex)は S((vi)i) = (vi−1)i

を満たすシフト作用素とする. また, −k ≤ j ≤ lに対して, aj は複素ベクトル束 End(E) → X の連
続切断 aj : X → End(E)であるとする. さらに, C内の単純閉曲線 γ であって, 任意の x ∈ X に対
して σ(Hx)をHx のスペクトルとしたときに, σ(Hx)∩ γ = ∅を満たすものが与えられていると仮定
する.

5.1 バルク指数の定義
Fourier変換により Hx に対応する Ĥx : L

2(S1;Ex) → L2(S1;Ex)を考える. S1 の座標を z とす
ると, Ĥx =

∑l
j=−k aj(x)z

j である. 複素ベクトル束 proj∗XE → X × S1 の部分束 Ebulk を次のよう



に定める. 各 x ∈ X, z ∈ S1 ごとに (proj∗XE)x,z = Ex 上の射影
1

2πi

∫
γ

(λ · id− Ĥx(z))
−1dλ

を考え, その像の定める proj∗XE の部分束を Ebulk とする. Ebulk の x ∈ X, z ∈ S1 におけるファイ
バーは γ の内側に含まれる Ĥx(z)の固有値に対応する広義固有空間の直和と一致する.

Definition 5.1. {Hx}x∈X のバルク指数 (bulk index) indb(E,H)を

indb(E,H) := −
∫
X×S1

ch([Ebulk])

と定める.

5.2 エッジ指数の定義
P≥0 : l

2(Z;Ex) → l2(Z≥0;Ex) を射影作用素とする. P≥0 の随伴作用素 P ∗
≥0 : l

2(Z≥0;Ex) →
l2(Z;Ex)は

P ∗
≥0((vi)i) := (wi)i, where wi =

{
0 i < 0のとき
vi i ≥ 0のとき

で与えられる. 各 x ∈ X, λ ∈ γ に対して,

(Hx − λ)# := P≥0(Hx − λ)P ∗
≥0 : l

2(Z≥0;Ex) → l2(Z≥0;Ex)

と定める.

Lemma 5.2. {(Hx − λ)#}x,λ は Fredholm作用素の連続族である.

Proof. x ∈ X, λ ∈ γ に対して, Hx−λは可逆なので特に Fredholmである. (Hx−λ)− (P≥0(Hx−
λ)P ∗

≥0⊕P<0(Hx−λ)P ∗
<0)は finite rank operatorなので特に (P≥0(Hx−λ)P ∗

≥0⊕P<0(Hx−λ)P ∗
<0)

は Fredholmであり, (Hx − λ)# = P≥0(Hx − λ)P ∗
≥0 はその直和因子なので Fredholmである.

Definition 5.3. indH# := ind({(Hx − λ)#}x∈X,λ∈γ) ∈ K(X × γ)とする. {Hx}x∈X のエッジ指
数 (edge index) inde(E,H)を

inde(E,H) :=

∫
X×γ

ch(indH#)

と定める.

6 バルクエッジ対応の別証明 (主結果 2)

Theorem 6.1. Section 5における設定のもとで,

indb(E,H) = −inde(E,H)

である.



Proof. Dγ を C \ γ の 2つの連結成分のうち有界な方と γ の和集合とする.

β1 : K(X × S1) → K(X × S1 × (Dγ , γ))

β2 : K(X × γ) → K(X × (D2, S1)× γ)

をそれぞれ Bott写像 (Section 2)とする. 双正則写像で (Dγ , γ)を (D2, S1)に置き換えて考えるこ
とにより, β1 が定まる. 各 x ∈ X, z ∈ S1, λ ∈ γ に対して Ĥx(z)− λ ∈ GLC(Ex)である. よって,

[proj∗XE, proj∗XE, {Ĥx(z)− λ}x,z,λ] ∈ K(X × S1 × (Dγ , γ))

[proj∗XE, proj∗XE, {Ĥx(z)− λ}x,z,λ] ∈ K(X × (D2, S1)× γ)

である. それぞれ u, v とおく. [AB64], [Ati68]より, それぞれ

β−1
1 (u) = −[Ebulk] ∈ K(X × S1)

β−1
2 (v) = indH# ∈ K(X × γ)

である. よって,

indb(E,H) + inde(E,H) = −
∫
X×S1

ch([Ebulk]) +

∫
X×γ

ch(indH#)

=

∫
X

(∫
S1

ch(β−1
1 (u)) +

∫
γ

ch(β−1
2 (v))

)
=

∫
X

(∫
S1

∫
Dγ

ch(u) +

∫
γ

∫
D2

ch(v)

)
となる. T := S1 × Dγ ∪S1×γ D2 × γ = ∂(D2 × Dγ) とおくと, K(X × S1 × (Dγ , γ)) ⊕K(X ×
(D2, S1)×γ) ∼= K(X× (T, S1×γ))である. (u, v) ∈ K(X×S1× (Dγ , γ))⊕K(X× (D2, S1)×γ)

に対応するのは [proj∗XE, proj∗XE, {Ĥx(z)− λ}x,z,λ] ∈ K(X × (T, S1 × γ))である. したがって,∫
X

(∫
S1

∫
Dγ

ch(u) +

∫
γ

∫
D2

ch(v)

)
=

∫
X

∫
T

ch([proj∗XE, proj∗XE, {Ĥx(z)− λ}x,z,λ])

=

∫
X

∫
T

ch([proj∗XE]− [proj∗XE]) = 0

より, indb(E,H) = −inde(E,H)が従う. 2つ目の等号で以下の可換図式を用いた.

K(X × (T, S1 × γ)) H2∗(X × (T, S1 × γ);R)

K(X × T ) H2∗(X × T ;R)

ch

ch
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