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概要
正則平面曲線の４頂点定理は良く知られているが, 特異点を持つ場合, 曲率が発散するため, 曲
率を用いて頂点を定義できない. 特異点を持つ平面曲線として, ユークリッド平面上のルジャン
ドル曲線とフロンタルを考える. はじめにフロントとフロンタルの縮閉線を用いて頂点を定義し,

次に縮閉線が定義されない場合を含む一般的な状況でフロンタルの頂点を定義する. 閉フロンタ
ルに対して, 特異点の情報やルジャンドル曲率の情報により４頂点定理が成り立つ条件を与える.

1 導入
全体を通してすべての写像と多様体は滑らか (C∞ 級) であるとする. I を区間もしくは R とし,

R2 をユークリッド平面, ベクトル a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ R2 に対して, a · b を内積とし,

|a| =
√
a · aをノルムとする.

1.1 正則平面曲線
γ : I → R2 を正則平面曲線, つまり任意の点 t ∈ I に対して γ̇(t) = (dγ/dt)(t) ̸= 0とする. J を

反時計回りに π/2回転させたもの, t(t) = γ̇(t)/|γ̇(t)|を単位接ベクトル, n(t) = J(t(t))を単位法ベ
クトルとしたとき, γ の曲率 κ : I → Rは

κ(t) =
ṫ(t) · n(t)
|γ̇(t)|

=
det (γ̇(t), γ̈(t))

|γ̇(t)|3

で与えられる. κ(t0) = 0となる点 t0 を正則平面曲線 γ の変曲点, κ̇(t0) = 0となる点 t0 を正則平面
曲線 γ の頂点という.

定理 1.1 (正則曲線の 4頂点定理, [1, 2, 9]). γ : I → R2 が単純閉正則曲線であるとき, 曲線 γ は少
なくとも 4つ頂点を持つ.

特に [9]に詳しく頂点や 4頂点定理についての解説が日本語で書かれている.

曲線 γ : I → R2 を変曲点を持たない曲線としたとき, 縮閉線 Ev(γ) : I → R2 を

Ev(γ) = γ(t) +
1

κ(t)
n(t)
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とする. このとき縮閉線 Ev(γ) : I → R2 の特異点は曲線 γ の頂点となる.

点 t0 ∈ I が γ の特異点とは γ̇(t) = 0となる点である. このとき一般的に曲率は発散するため, 曲
率を用いて頂点を定義することができない. また, 単純閉曲線なフロント (フロンタル)に対して 2つ
頂点を持つ例がある. よって, 今回は 4つ頂点を持つための条件を考えたい.

1.2 ルジャンドル曲線
S1 を単位円, (γ, ν) : I → R2 × S1 を滑らかな写像としたとき, 任意の点 t ∈ I で γ̇(t) · ν(t) = 0

となる (γ, ν)をルジャンドル曲線という. さらに, (γ, ν)がはめ込みであるとき (γ, ν)をルジャンド
ルはめ込みという. このとき (γ, ν) : I → R2 × S1 がルジャンドル曲線となるような ν : I → S1 が
存在するとき, γ : I → R2 をフロンタルといい, (γ, ν) : I → R2 × S1 がルジャンドルはめ込みとな
るような ν : I → S1 が存在するとき, γ : I → R2 をフロントという.

(γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, µ : I → S1 を µ(t) = J(ν(t))としたとき, {ν(t), µ(t)}
を R2 上の γ(t)の動標構という. このときフロンタル γ の動標構に対して,(

ν̇(t)
µ̇(t)

)
=

(
0 ℓ(t)

−ℓ(t) 0

)(
ν(t)
µ(t)

)
, γ̇(t) = β(t)µ(t)

が成り立ち, ℓ(t) = ν̇(t) · µ(t), β(t) = γ̇(t) · µ(t)となる. ここで得られた (ℓ, β) : I → R2 はルジャ
ンドル曲線 (γ, ν)の (ルジャンドル)曲率という. このとき ℓ(t0) = 0となる点 t0 ∈ I はフロンタル
γ の変曲点, β(t0) = 0となる点 t0 ∈ I はフロンタル γ の特異点である. また, (γ, ν) : I → R2 × S1

がルジャンドルはめ込みであるとき, 任意の点において (ℓ, β) ̸= (0, 0)となる.

定理 1.2 (ルジャンドル曲線の存在性, [3]). 任意に与えられた (ℓ, β) : I → R2 に対して, 曲率が
(ℓ, β)であるようなルジャンドル曲線 (γ, ν) : I → R2 × S1 が存在する.

定義 1.3 (ルジャンドル曲線の合同, [3]). (γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線としたと
き, R2 上の回転行列 A ∈ SO(s)と平行移動 a ∈ R2 を用いて, 任意の点 t ∈ I において,

γ̃(t) = A(γ(t)) + a, ν̃(t) = A(ν(t))

と表すことができるとき, (γ, ν), (γ̃, ν̃)はルジャンドル曲線として合同である.

定理 1.4 (ルジャンドル曲線の一意性, [3]). (γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, それ
ぞれの曲率をそれぞれ (ℓ, β), (ℓ̃, β̃)とする. 2つのルジャンドル曲線 (γ, ν)と (γ̃, ν̃)が合同となる必
要十分条件は, (ℓ, β)と (ℓ̃, β̃)が一致するときである.

(γ, ν) : [a, b] → R2 × S1 をルジャンドル曲線としたとき, (γ(a), ν(a)) = (γ(b), ν(b)) かつ
(γ̇(a), ν̇(a)) = (γ̇(b), ν̇(b))であるとき, (γ, ν)を (C1-)閉ルジャンドル曲線という [6]. さらに, 自己
交差を持たない γ を単純閉フロンタルという.

(γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, I を閉区間とする. このとき点 t ∈ I における γ の
接線 Lt を Lt = {λµ(t) + γ(t) | λ ∈ R} とする. このとき接線 Lt は R2 を 2 つの半平面 H+, H−

に分割するものとし, H+ ∪ H− = R2, H+ ∩ H− = Lt とする. このとき, γ(I) ⊂ H+ (あるいは



γ(I) ⊂ H−)となるとき, (γ, ν)を凸ルジャンドル曲線, γ を凸フロンタルという. γ を正則曲線とし
たとき, γ がフロンタルとして凸曲線である場合, γ は正則曲線として凸曲線となる [7].

定理 1.5 ([6]). (γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, 曲率を (ℓ, β)とし, γ は単純閉フロンタ
ルとする. ℓと β の 0となる点が孤立点であるとき, 以下の 4つのいずれかが満たされるとき, フロ
ンタル γ は凸である.

(i) 任意の点 t ∈ I に対して, ℓ(t) ≥ 0かつ β(t) ≥ 0.

(ii) 任意の点 t ∈ I に対して, ℓ(t) ≥ 0かつ β(t) ≤ 0.

(iii) 任意の点 t ∈ I に対して, ℓ(t) ≤ 0かつ β(t) ≤ 0.

(iv) 任意の点 t ∈ I に対して, ℓ(t) ≤ 0かつ β(t) ≥ 0.

1.3 フロントの縮閉線
フロント γ の頂点を定義するために, 縮閉線を定義する [4]. (γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル

はめ込み, 曲率を (ℓ, β)とし, 任意の点 t ∈ I において ℓ(t) ̸= 0とする.

定義 1.6 (フロントの縮閉線, [4]). フロント γ の縮閉線 Ev(γ) : I → R2 を

Ev(γ)(t) = γ(t)− β(t)

ℓ(t)
ν(t)

とする.

命題 1.7 ([4]). 縮閉線 Ev(γ) : I → R2 もフロントである. 正確には, (Ev(γ), J(ν)) : I → R2 × S1

はルジャンドルはめ込みであり, 曲率は (
ℓ(t),

d

dt

β(t)

ℓ(t)

)
となる.

定義 1.8 (フロントの頂点, [4]). 縮閉線 Ev(γ) : I → R2 に対して,

d

dt
Ev(γ)(t0) = 0

となる点 t0 ∈ I をフロント γ の頂点とする. このとき (d/dt)Ev(γ)(t0) = (d/dt)(β/ℓ)(t0) = 0 と
なる.

命題 1.9 ([4]). (γ, ν) : [a, b] → R2 × S1 を変曲点を持たないルジャンドルはめ込みとしたとき, 以
下の 2つが成り立つ.

(1) γ が 3/2-カスプより退化した特異点を少なくとも 2 つ持つとき, γ は少なくとも 4 つ頂点を
持つ.

(2) γ が特異点を少なくとも 4つ持つとき, γ は少なくとも 4つ頂点を持つ.



2 主結果
2.1 フロンタルの縮閉線と頂点
フロンタル γ の頂点を定義するために, 縮閉線を定義する [5]. (γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンド

ル曲線とし, 曲率を (ℓ, β)とする.

定義 2.1 (フロンタルの縮閉線, [5]). β = αℓとなるような滑らかな関数 α : I → Rが存在するとき,

フロンタル γ の縮閉線 Ev(γ) : I → R2 を

Ev(γ)(t) = γ(t)− α(t)ν(t)

とする.

命題 2.2 ([5]). 縮閉線 Ev(γ) : I → R2 もフロンタルである. 正確には (Ev(γ), J(ν)) : I → R2 × S1

はルジャンドル曲線であり, 曲率は (ℓ, α̇)となる.

定義 2.3 (フロンタルの頂点, [5]). フロンタル γの縮閉線 Ev(γ) : I → R2が存在しかつ Ėv(γ)(t0) =
0となる点 t0 ∈ I をフロンタル γ の頂点とする. このとき α̇(t0) = 0となる場合, Ėv(γ)(t0) = 0で
ある.

n, k ∈ N, m = n + k を自然数, f : (R, 0) → R を f(0) ≠ 0 となる滑らかな関数芽とする.

(γ, ν) : (R, 0) → R2 × S1 を

γ(t) = (±tn, tmf(t)),

ν(t) =
1√

(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2

(−mtkf(t)− tk+1ḟ(t),±n)

としたとき, (γ, ν)はルジャンドル曲線であり, この γ を (n,m)型という. n > 1であるとき, 原点は
γ の特異点となる. (γ, ν)の曲率 (ℓ, β)は,

ℓ(t) = ±ntk−1(mkf(t) + (m+ k + 1)tḟ(t) + t2f̈(t))

(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2
,

β(t) = −tn−1

√
(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2

となる. (γ, ν) : I → R2 × S1 が点 t0 ∈ I で (n,m)型であるとき, (γ̃, ν̃) : (R, 0) → R2 × S1 と点 t0

付近でR同値であり, ルジャンドル曲線 (γ̃, ν̃)は

γ̃(t) = (±tn, tmf(t)),

ν̃(t) =
1√

(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2

(−mtkf(t)− tk+1ḟ(t),±n)



となり, 曲率 (ℓ̃, β̃)は

ℓ̃(t) = ±ntk−1(mkf(t) + (m+ k + 1)tḟ(t) + t2f̈(t))

(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2
,

β̃(t) = −tn−1

√
(mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2

となる. n ≥ k のとき, β̃ = α̃ℓ̃となる以下のような滑らかな関数 α̃ : (R, 0) → Rが存在する.

α̃(t) = ∓ tn−k((mtkf(t) + tk+1ḟ(t))2 + n2)
3
2

n(mkf(t) + (m+ k + 1)tḟ(t) + t2f̈(t))
.

命題 2.4 ([8]). (γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, ルジャンドル曲率を (ℓ, β)とし, β = αℓ

とする.

(1) n = k のとき, γ に ḟ(0) = 0となる (n,m) = (n, 2n)型の点が 4つあるとき, γ は少なくとも
4つ頂点を持つ.

(2) n = k + 1のとき, γ に (n,m) = (n, 2n− 1)型の点が 4つあるとき, γ は少なくとも 4つ頂点
を持つ.

(3) n ≥ k + 2のとき, γ に (n,m)型の点が 2つあるとき, γ は少なくとも 4つ頂点を持つ.

定理 2.5 ([8]). (γ, ν) : I = [a, b] → R2 × S1 を閉ルジャンドル曲線, ルジャンドル曲率を (ℓ, β),

β = αℓとし, ℓと β の 0となる点が孤立点であるとする. γ が単純凸フロンタルであるとき, γ は少
なくとも 4つ頂点を持つ.

2.2 一般的な状況でのフロンタルの頂点
(γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, ルジャンドル曲率を (ℓ, β)とする. このとき任意の点

t ∈ I において, k1(t)ℓ(t) + k2(t)β(t) = 0となるような滑らかな写像 (k1, k2) : I → R2 \ {0}が存在
すると仮定する.

定義 2.6 ([8]). k̇1(t0)k2(t0)− k1(t0)k̇2(t0) = 0となる点 t0 ∈ I をフロンタル γ の頂点とする.

t0 ∈ I をフロンタル γ の頂点とする. β(t) ̸= 0となる場合, k1(t) = 1, k2(t) = −ℓ(t)/β(t)より, 点
t0 ∈ I は正則曲線としての頂点となる. 同様に ℓ(t) ̸= 0となる場合, k1(t) = −β(t)/ℓ(t), k2(t) = 1

より, 点 t0 ∈ I はフロントとしての頂点となる. β(t) = α(t)ℓ(t) となる場合, k1(t) = −α(t),

k2(t) = 1より, 点 t0 ∈ I は縮閉線が定義できる場合のフロンタルの頂点となる.

命題 2.7 ([8]). ℓ = αβ となるような滑らかな関数 α : I → Rが存在するとき, 以下の 2つのことが
成り立つ.

(1) n+ 1 = k のとき, γ に (n,m) = (n, 2n+ 1)型の点が 4つあるとき, γ は少なくとも 4つ頂点
を持つ.

(2) n+ 2 ≤ k のとき, γ に (n,m)型の点が 2つあるとき, γ は少なくとも 4つ頂点を持つ.

定理 2.8 ([8]). (γ, ν) : I → R2 × S1 をルジャンドル曲線, ルジャンドル曲率を (ℓ, β)とする. 任意
の点 t ∈ I において, k1(t)ℓ(t) + k2(t)β(t) = 0となるような滑らかな写像 (k1, k2) : I → R2 \ {0}が



存在すると仮定したとき,

(i) n = k, ḟ(0) = 0, (ii) n ≥ k + 2, (iii) n+ 2 ≤ k,

となるような (n,m)型の点が 4つ存在するとき, γ は少なくとも 4つ頂点を持つ.

定理 2.9 ([8]). (γ, ν) : I → R2 × S1 を閉ルジャンドルはめ込み, ルジャンドル曲率を (ℓ, β)とする.

γ が特異点と変曲点をそれぞれ少なくとも 2つ持つような単純凸フロントであるとき, γ は少なくと
も 4つ頂点を持つ.

例 2.10. (γ, ν) : [0, 2π] → R2 × S1 を

γ(t) =

(
1

5
cos5 t,

1

5
sin5 t

)
, ν(t) =

1√
cos6 t+ sin6 t

(
− sin3 t,− cos3 t

)
としたとき, (γ, ν)はルジャンドル曲線となり, 曲率 (ℓ, β)は,

ℓ(t) = − 3 cos2 t sin2 t

cos6 t+ sin6 t
, β(t) = − cos t sin t

√
cos6 t+ sin6 t

となる. k1(t) = −(cos6 t + sin6 t)
3
2 , k2(t) = 3 cos t sin t とすると, (k1, k2) は任意の点 t ∈ I で

k1(t)ℓ(t) + k2(t)β(t) = 0となる滑らかな写像となる. このとき,

k̇1(t) = 9 cos 2t cos t sin t
√
cos6 t+ sin6 t, k̇2(t) = 3 cos 2t

となることから,

k̇1(t)k2(t)− k1(t)k̇2(t) = 3 cos 2t
√

cos6 t+ sin6 t(9 cos2 t sin2 t+ cos6 t+ sin6 t)

が得られる. したがって定義 2.6 より, cos 2t = 0 となる t = π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4 の 4 点では
k̇1(t)k2(t)− k1(t)k̇2(t) = 0となることから, フロンタル γ の頂点となる.

例 2.11. (γ, ν) : [0, 2π] → R2 × S1 を

γ(t) =

(
cos t,

1

3
sin3 t

)
, ν(t) = − 1√

cos2 t sin2 t+ 1
(cos t sin t, 1)

としたとき, (γ, ν)はルジャンドル曲線となり, 曲率 (ℓ, β)は,

ℓ(t) = − cos 2t

cos2 t sin2 t+ 1
, β(t) = − sin t

√
cos2 t sin2 t+ 1

となる. このとき (γ, ν)は (ℓ, β) ̸= (0, 0)であることからルジャンドルはめ込みであり, ℓと β の符号
が tの値によって変わるため, γ は凸ではなく, t = 0, π の 2点は γ の特異点であり, t = π/4, 3π/4,

5π/4, 7π/4の 4点は γ の変曲点である. k1(t) = − sin t(cos2 t sin2 t+1)
3
2 , k2(t) = cos 2tとすると,

(k1, k2)は任意の点 t ∈ I で k1(t)ℓ(t) + k2(t)β(t) = 0となる滑らかな写像となる. このとき,

k̇1(t) = − cos t(cos2 t sin2 t+ 1 + 3 sin2 t cos 2t)
√
cos2 t sin2 t+ 1, k̇2(t) = −2 sin 2t



となることから,

k̇1(t)k2(t)− k1(t)k̇2(t) = − cos t
√

cos2 t sin2 t+ 1(cos 2t(cos2 t sin2 t+ 1 + 3 sin2 t cos 2t)

+ 4 sin2 t(cos2 t sin2 t+ 1))

が得られる. したがって定義 2.6 より, cos t = 0 となる t = π/2, 3π/2 の 2 点でのみ k̇1(t)k2(t) −
k1(t)k̇2(t) = 0となることから, フロンタル γ の頂点となり, 頂点を 4つ持たない. このとき γ は凸
ではないことからも 4つ頂点を持たないことがいえる.

以下の左図は例 2.10, 右図は例 2.11であり, 青線が γ, 赤線が Ev(γ)である.

γ(t) = ( 1
5
cos5 t, 1

5
sin5 t)

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

γ(t) = (cos t, 1
3
sin3 t)
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