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概 要
ある帯領域に含まれる補集合が連結なコンパクト集合上非零な正則関数をゼータ (L) 関

数の虚軸方向の平行移動で近似できるとき, ゼータ (L)関数の普遍性定理が成り立つという.
Garunkštis–Laurinčikas–Macaitienėは, Riemannゼータ関数の非自明零点の虚部による Rie-
mannゼータ関数の離散普遍性定理を証明した. このRiemannゼータ関数の非自明零点の虚部に
よる離散普遍性定理は, 様々なゼータ関数やL関数に一般化されている. 本稿では, Matsumoto
ゼータ関数に対するこの離散普遍性定理の拡張を与える.

1 導入
関数 f(x) と非負実数値関数 g(x) に対し, ある絶対定数 C > 0 が存在し, ある範囲におい

て, |f(x)| ≤ Cg(x) が成り立つとき, f(x) ≪ g(x) と書く. また, f(x) = o(g(x)) であると
は, limx→∞ f(x)/g(x) = 0が成り立つこととする. さらに, 非負実数値関数 f(x), g(x)に対し,

limx→∞ f(x)/g(x) = 1が成り立つとき, f(x) ∼ g(x)と書く.

複素数を sとし, その実部をℜ(s) = σ, 虚部をℑ(s) = tとする. Riemannゼータ関数とは, σ > 1

において絶対収束する級数 ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−sにより定義される関数である. さらに, σ > 1におい

て, ζ(s) =
∏

p(1 − p−s)−1という無限積表示を持つ. ただし, pは全ての素数をわたる. Riemann

ゼータ関数は, 全平面の有理型関数に解析接続され, 特に関数等式

ζ(s) = 2sπs−1Γ(1− s) sin
(πs
2

)
ζ(1− s)

が成り立つ. 無限積表示から, Riemannゼータ関数は σ > 1において零点をもたず, 関数等式から,

σ < 0における零点は s = −2n (n ∈ Z≥1)のみであることが分かる. この零点を自明零点といい,

自明零点以外の 0 ≤ σ ≤ 1に存在する零点を非自明零点という. 有名な Riemann予想とは, 非自
明零点は全て実部 1/2上にのみ存在するという予想であり, この予想は素数定理や隣り合う素数の
間隔など素数とも関係している. したがって, Riemannゼータ関数の零点を調べるのは素数分布の
観点からも重要である. Riemannゼータ関数の非自明零点の虚部を γ, γ′とし, また, 虚部が正なも
のを 0 < γ1 ≤ γ2 ≤ . . . とする. このとき, Montgomery [11]は, 相関予想と呼ばれる次の零点の個
数に関する漸近を予想した. α1 < α2に対し, T → ∞において

∑
0<γ,γ′≤T

2πα1/ log T≤γ−γ′≤2πα2/ log T

1 ∼

(∫ α2

α1

(
1−

(
sinπu

πu

)2
)
du+ δ(α1, α2)

)
T

2π
log T.
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ただし, 0 ∈ [α1, α2]のとき, δ(α1, α2) = 1であり, それ以外のとき δ(α1, α2) = 0である.

以下, Riemannゼータ関数の零点のみならず, その値の挙動自体を考える. 1975年に Voronin

は, Riemannゼータ関数に対し次の普遍性定理と呼ばれる定理を証明した.

Theorem 1.1 ([13]). Kを帯領域 1/2 < σ < 1に含まれる補集合が連結なコンパクト集合とする.

f をK 上非零な連続関数かつK の内部で正則とする. このとき, 任意の ε > 0に対し,

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε

}
> 0.

ただし, measを 1次元 Lebesgue測度とする.

端的に書くと, 臨界帯に含まれる補集合が連結なコンパクト集合上で定義される非零な正則関
数は, Riemannゼータ関数の+iτ(τ ∈ R≥0)の平行移動で一様に近似できるという定理である. こ
の普遍性定理において, f(s) = 0とすると, Riemannゼータ関数は任意の精度でいくらでも 0に
近づきうることが分かる. このような事実がRiemann予想の困難さの理由の 1つであると考える
ことが出来る. ただし, 定理の主張からは恒等的に 0である関数を取ることは出来ないが, 例えば
0 < |a| < ε/2となるような定数 aに対し, f(s) = aとし, Theorem 1.1の εを ε/2に置き換え適用
することにより, 恒等的に 0である関数を近似する普遍性定理を考えることが出来る.

もし, この平行移動させる τ がある離散集合上の点を動き, このような近似定理が成り立つとき,

その近似定理を離散普遍性定理という. 普遍性定理は, 離散普遍性定理以外にも様々な一般化や拡
張がされている. 例えば, サーベイ論文 [9]を参照されたい.

ここでMontgomeryの相関予想より弱い予想∑
0<γ,γ′≤T

|γ−γ′|<c/ log T

1 ≪ T log T, T → ∞ (1.1)

を考える. ただし, c > 0とする. この弱い予想の下, Garunkštis–Laurinčikas–Macaitienė [3]は次
の離散普遍性定理を証明した.

Theorem 1.2. Kを帯領域 1/2 < σ < 1に含まれる補集合が連結なコンパクト集合, f をK上非
零な連続かつK の内部で正則とし, (1.1)を仮定する. このとき, 任意の ε > 0と h > 0に対し,

lim inf
N→∞

1

N
#

{
1 ≤ k ≤ N : sup

s∈K
|ζ(s+ ihγk)− f(s)| < ε

}
> 0

が成り立つ. ただし, #Aは, 集合A ⊂ Nの個数とする.

この離散普遍性定理は, [5], [7], [6], [2], [1], [4]において, Hurwitzゼータ関数や Selbergクラス
の L関数などの様々なゼータ関数や L関数に拡張されている. 本稿では, この離散普遍性定理を
Matsumotoゼータ関数と呼ばれるある無限積により定義されるゼータ関数に拡張できることを紹
介する.

2 主定理
Matsumotoゼータ関数とは, 松本 [8]により導入された

φ(s) =
∞∏
n=1

g(n)∏
j=1

(1− a(j)n p−f(j,n)s
n )−1



により定義される関数である. ただし, g(n) ∈ N, f(j, n) ∈ N, a(j)n ∈ C, pnは n番目の素数とする.

例えば, Riemannゼータ関数や Dirichletの L関数は, 明らかにMatsumotoゼータ関数に包含さ
れ, さらに代数体の Dedekindゼータ関数やある cusp formに付随する保型 L関数もMatsumoto

ゼータ関数に包含される (例えば, [8, 5節]参照). ここで, ある非負定数 α, βと正定数 c1に対し,

g(n) ≤ c1p
α
n, |a(j)n | ≤ pβn (2.1)

が成り立つことを仮定する. この仮定の下, Matsumotoゼータ関数は, σ > α + β + 1において絶
対収束する級数

φ(s) =
∞∑
n=1

bn
ns

の表示をもつ. さらに, nの全ての素因子が十分大ならば, 任意の ε > 0に対し, bn ≪ nα+β+εが成
り立つ. 本稿におけるMatsumotoゼータ関数は以下の仮定を満たすとする.　
(i) 仮定 (2.1)を満たす.

(ii) ある α+ β + 1/2 ≤ ρ < α + β + 1を満たす ρが存在し, φ(s)は σ ≥ ρの有理型関数に解析
接続され, 全ての極はあるコンパクト集合に含まれ, σ = ρ上に極は存在しない.

(iii) ある正定数 c2が存在し, φ(σ + it) ≪ |t|c2 , |t| → ∞ が σ > ρに対し成り立つ.

(iv) ρ ≤ σ < min{ℜ(s) : sはφの極 }なる σに対し,∫ T

−T
|φ(σ + it)|2 dt≪ T

が成り立つ.

(v) ある正定数 κが存在し,

lim
x→∞

1

π(x)

∑
pn≤x

∣∣∣∣∣∣∣∣
g(n)∑
j=1

f(j,n)=1

a(j)n

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

p−2(α+β)
n = κ,

が成り立つ. ここで, π(x)は x以下の素数の個数である.

例えば, Riemannゼータ関数, Dirichletの L関数, SL(2,Z)の cusp formに付随する保型 L関
数などは上記の仮定を満たす. このようなMatsumotoゼータ関数に対し成り立つ次の離散普遍性
定理が本稿の主結果である.

Theorem 2.1. K を帯領域 ρ < σ < α + β + 1に含まれる補集合が連結なコンパクト集合, f を
K 上非零な連続かつK の内部で正則とし, (1.1)を仮定する. このとき, 任意の ε > 0と h > 0に
対し,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#

{
N ≤ k ≤ 2N : sup

s∈K
|φ(s+ ihγk)− f(s)| < ε

}
> 0 (2.2)

が成り立つ.

Remark 2.2. Sourmelidis–Srichan–Steuding [12]は, unconditionalにRiemannゼータ関数に対
し, 同様の離散普遍性定理に対し証明している. 彼らの結果は, Riemannゼータ関数の非自明零点
の虚部のみならず, より広く Selbergクラスの L関数の α点の虚部について得られている. しかし
ながら, 彼らの結果では, Selbergクラスの L関数の α点の虚部の部分列を取る必要がある.



3 仮定 (1.1)について
この節では, 仮定 (1.1)を用いることについて解説する.

以下, Theorem 2.1の仮定を満たすコンパクト集合Kを 1つ固定する. まず, 全ての極が半平面
σ0 < σに含まれるような ρ < σ0 < mins∈K ℜ(s)を固定する. さらに, Rを σ0 < σ < α+ β + 1に
含まれ, K ⊂ Rを満たす開長方形領域とする.

次に, C∞級実関数 ψを [0,∞)で定義され, 任意の x ∈ [0,∞)に対し, 0 ≤ ψ(x) ≤ 1かつ任意の
x ∈ [0, 1]に対し ψ(x) = 1であり,

supp(ψ) = {x ∈ [0,∞) : ψ(x) ̸= 0}

がコンパクトとなるとする. このとき, X ≥ 2に対し,

φX(s) =

∞∑
n=1

bnψ(n/X)

ns

を定める. これは無限和の表示であるが, supp(ψ)がコンパクトなので, 実際には有限和である. こ
のとき, 次の補題が成り立つ.

Lemma 3.1. 任意のコンパクト集合 C ⊂ Rに対し,

lim
X→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

2N∑
k=N

sup
s∈C

|φ(s+ ihγk)− φX(s+ ihγk)| = 0.

この補題の証明に入る前に離散平均におけるGallagherの補題を準備する.

Lemma 3.2 (Gallagher). T0と T ≥ δ > 0を実数とし, T を [T0 + δ/2, T0 + T − δ/2]に含まれる
有限集合とし,

Nδ(x) =
∑
t∈T

|t−x|<δ

1

を定義する. Sを [T0, T + T0]上の複素数値連続関数で (T0, T + T0)で微分可能とする. このとき,

∑
t∈T

N−1
δ (t)|S(t)|2 ≤1

δ

∫ T0+T

T0

|S(x)|2 dx

+

(∫ T0+T

T0

|S(x)|2 dx
∫ T0+T

T0

|S′(x)|2 dx
) 1

2

が成り立つ.

証明は,例えば [10]を参照してほしい. この補題を用いてLemma 3.1の証明の概略を述べていく.

Sketch of proof of Lemma 3.1. まず, φの極を z1, . . . , zM と置き, その留数をそれぞれ r1, . . . , rM

とする. ℜ(z) > σ0なる複素数 zに対し, 正の実数 δ(z)を ℜ(z) − δ(z) = σ0となるように定義す
る. このとき, 逆Mellin変換と留数定理と仮定 (iii)から

φ(z)− φX(z) = − 1

2πi

∫ −δ(z)+i∞

−δ(z)−i∞
φ(z + w)ψ̂(w)Xw dw −

M∑
j=1

rjψ̂(zj − z)Xzj−z.



が成り立つ. また, N を十分大とすると, N ≤ k ≤ 2N なる kに対し, φ(s+ ihγk)− φX(s+ ihγk)

はR上正則である. したがって, Cauchyの積分公式から, N ≤ k ≤ 2N に対し

φ(s+ ihγk)− φX(s+ ihγk) =
1

2πi

∫
∂R

φ(z + ihγk)− φX(z + ihγk)

z − s
dz

が成り立つ. この 2つの式を用いることにより, 不等式
2N∑
k=N

sup
s∈C

|φ(s+ ihγk)− φX(s+ ihγk)|

≤ |∂R|
4π2dist(C, ∂R)

sup
z∈∂R

X−δ(z)

∫ ∞

−∞

2N∑
k=N

|φ(ℜ(z)− δ(z) + iτ + ihγk)||ψ̂(−δ + iτ)| dτ

+
|∂R|

2πdist(C, ∂R)
sup
z∈∂R

2N∑
k=N

M∑
j=1

|rj ||ψ̂(zj − z − ihγk)|Xℜ(zj−z),

を得る. ただし, dist(C, ∂R)は C と ∂Rの最短距離の長さとし, |∂R|は ∂Rの長さとする.

まず, 第 1項目から考えていく. 零点の虚部に関して, ある正定数 C1, C2が存在し,

C2
k

log k
≤ γk ≤ C1

k

log k
(3.1)

が成り立つことに注意する. Lemma 3.2において, δ = h/ log (2C1N/ log 2N), T0 = hγN − δ,

T = hγ2N − hγN + 2δ, T = {hγN , . . . , hγ2N} と置く. このとき, 仮定 (1.1)より,

2N∑
k=N

Nδ(hγk) =
2N∑
k=N

2N∑
l=N

|γk−γl|<δ/h

1 ≪
∑

0<γ,γ′≤C12N/ log 2N
|γ−γ′|<1/ log (2C1N/ log 2N)

1 ≪ N (3.2)

が成り立つ. したがって, ℜ(z)− δ(z) = σ0と Cauchy–Schwarzの不等式と Lemma 3.2より,

2N∑
k=N

|φ(ℜ(z)− δ(z) + iτ + ihγk)|

≤

(
2N∑
k=N

Nδ(hγk)

2N∑
k=N

N−1
δ (hγk)|φ(σ0 + iτ + ihγk)|2

) 1
2

≪
√
N

(
logN

∫ hγ2N+1

hγN

|φ(σ0 + iτ + it)|2 dt

+

(∫ hγ2N+1

hγN

|φ(σ0 + iτ + it)|2 dt
∫ hγ2N+1

hγN

|φ′(σ0 + iτ + it)|2 dt
) 1

2

 1
2

が成り立つ. σ0の取り方と仮定 (iv)より, τ ∈ Rに対し,∫ T

−T
|φ(σ0 + iτ + it)|2 dt≪ T (1 + |τ |),∫ T

−T
|φ′(σ0 + iτ + it)|2 dt≪ T (1 + |τ |)



が成り立つ. 以上より,

1

N + 1

2N∑
k=N

|φ(ℜ(z)− δ(z) + iτ + ihγk)| ≪ 1 + |τ |

が成り立つので, 第 1項目に関する評価式が得られる. 次に, 第 2項目について考える. これは (3.1)

の下からの評価より,

2N∑
k=N

M∑
j=1

|rj ||ψ̂(zj − z − ihγk)|Xℜ(zj−z) ≪ X
1
2 (logN)

である. δ(z) ≥ σ1 − σ0 > 0と第 1項目と第 2項目に関する評価式より,

lim
X→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

2N∑
k=N

sup
s∈C

|φ(s+ ihγk)− φX(s+ ihγk)|

≪ lim
X→∞

lim sup
N→∞

(X−(σ1−σ0) +X
1
2 (logN)N−1) = 0

が成り立つので, 結論を得る.

上記の議論の (3.2)の評価を用いる点において, 仮定 (1.1)が必要になる. 現状では unconditional

には (3.2)の良い評価は得られていない. しかしながら, (3.2)の評価が良くなるような良い性質を
満たす部分列を取ることにより, unconditionalに証明することは可能である. 実際, 次の定理が成
り立つ.

Theorem 3.3 ([12, Corollary 1]). Lを定数でない Selbergクラスの L関数とし, b > 0を実数, α

を複素数とする. このとき, ある L(s)の α点の部分列 (ρα,nk
)k∈N が存在し, ℑ(ρα,nk

) = γα,nk
=

bk + o(1)が成り立つ. さらに, 任意の a /∈ b−1Qと任意の正整数mに対し, (aγα,nkm
)は 1を法と

して一様分布である.

Selbergクラスの詳細な定義は本稿では省略するが, 大雑把に書くとRiemann予想を満たすであ
ろうと期待される公理的に定められたDirichlet級数の集合である. 後半部分も非常に重要な性質
であり, 普遍性定理を証明するためには, この性質を用いる必要があるのだが, 本稿では前半部分
のみに着目する. この定理から, 十分大きな自然数 k1に対し, k ≥ k1であれば,

|γα,nk
− 2πk| < π

2
(3.3)

が成り立つ. したがって, Lemma 3.2において, δ = hπ, T0 = hγα,nN − hπ/2, T = hγα,n2N −
hγα,nN + hπ, T = {hγα,nN , . . . , hγα,n2N } と置くと,

2N∑
k=N

Nδ(hγα,nk
) =

2N∑
k=N

2N∑
l=N

|γα,nk
−γα,nl

|<π

1

が成り立つ. ここで, N ≥ k1を満たすとき, N ≤ k, l ≤ 2N に対し

|γα,nk
− γα,nl

| ≥ 2π|k − l| − π



が (3.3)より成り立つ. ゆえに, |γα,nk
− γα,nl

| < π を満たすN ≤ k, l ≤ 2N は, k = lにならざる
を得ない. 以上より,

2N∑
k=N

Nδ(hγα,nk
) = N

が成り立つ. 以上より, 良い性質を満たす部分列に対して, (3.2)の良い評価を unconditionalに得
ることが出来る. これが, [12]に基づく手法である.

なお, 主定理である Theorem 2.1は, 下極限をとる前の (2.2)の左辺を確率測度とみなし, その
確率測度の極限測度を Lemma 3.1等を用いて計算し, その極限測度の台を仮定 (v)を用いて計
算することにより得られる. さらに, 適宜 α点の部分列に関する議論に置き換えることにより,

unconditionalに Theorem 2.1を α点の部分列に対して証明することが可能である.
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