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概要
x2 = x, xyx = xyを満たす半群を Left Regular Bandという. S 上の分布 {wx}を与え,「確
率 wx で x ∈ S を左からかける」という操作を行うことで, それに対応したマルコフ連鎖を考え
ることができる. Kenneth S. Brown (2000)の手法を用い, 具体的なマルコフ連鎖の問題に対し
て, その推移確率行列の固有値と重複度を求めた.

1 導入
確率論及び代数学並びに解析学の基本的な事項を紹介する.

Definition 1 (条件付き確率). X,Y を確率変数とし, P(Y = y) > 0であるとする. このとき,

P(X = x|Y = y) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)

を X の Y による条件付き確率という.

Definition 2 (マルコフ連鎖). Ωを有限集合, Ωに値をとる確率変数列を {Xn}n≥0 とする. 式 (1)

を満たすとき, 確率変数列 {Xn}n≥0 が有限マルコフ連鎖であるという.

∀t ≥ 0 , x, y, x0, . . . , xt−1 ∈ Ω

P(Xt+1 = y|Xt = x) = P(Xt+1 = y|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xt−1 = xt−1, Xt = xt) (1)

すなわち, Xt+1 における状態が直前の状態 Xt にのみ依存し, それ以前の状態 {X0, . . . , Xt−1}に依
存しないとき, 確率変数列 {Xn}n≥0 が有限マルコフ連鎖であるという.

{Xn}n≥0 の確率分布を {µn = (a1, . . . , a|Ω|) |
∑|Ω|

k=1 ak = 1)}n≥0 とする. {Xn}n≥0 がマルコフ
連鎖であるとき, 下のような行列 P が存在して µt+1 = µtP とかける.

P =

 p1,1 · · · p1,|Ω|
...

. . .
...

p|Ω|,1 · · · p|Ω|,|Ω|

 , (pi,j) = P(Xk+1 = j | Xk = i)
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この行列 P を推移確率行列という.

Definition 3 (半群). 集合 S の演算 (∗) が結合則 ((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) を満たすとき, (S, ∗)
は半群であるという. 今後, 演算に関する記述を省略して, 単に集合 S が半群であるという.

Definition 4 (LRB). 半群 S が次の式 (2)を満たすとき, S は LRB(Left-Regular Band)であ
るという.

x2 = x , xyx = xy ∀x, y ∈ S (2)

Definition 5 (S 上の順序). x, y ∈ S に対して S 上の順序 ≤ を次で定義する.

x ≤ y ⇔ xy = y

Definition 6 (y � x). S 上の二項関係 � を次で定義する.

y � x ⇔ xy = x

Definition 7 (a ∼ b). �を用いて, S 上の同値関係 ∼ を次で定める.

a ∼ b ⇔ a � b かつ b � a

Definition 8 (L, supp). 集合 Lを S の ∼による商集合で定義する. また, S から S/∼への自然な
全射写像を suppとかく.

S ↠ S/∼ =: L

supp : x 7−→ suppx

Definition 9 (L上の順序). L上の順序 (二項関係) ≤ を次で定義する.

supp y ≤ suppx ⇔ xy = x

Definition 10 (チャンバー). S を LRBとし, ∀x ∈ S, cx = cを満たす c ∈ S をチャンバーという.

チャンバー全体の集合を C ⊂ S とかく.

Definition 11 (C≥x, cX).

C≥x = {c ∈ C | xc = c} , cX := #{c | suppx = X,xc = c}

Remark 12. S が LRBである. ⇔ Lが束である (任意の 2元に対して, 上限・下限を持つ).

C ⊂ S であり, ∀x ∈ S, c ∈ C → xc ∈ C となる.

suppx = suppx′, supp y = supp y′ のとき, suppx ≤ supp y ⇔ suppx′ ≤ supp y′ が成り立つ.

suppx = suppx′ のとき, #C≥x = #C≥x′ となる.

Definition 13 (指示関数). q(s)を sに関する命題とする. 命題 q(s)によって定まる変数 sの指示
関数は以下で定義される.

1q(s) =

{
1 (命題 q(s)が成立する)

0 (otherwise)



Definition 14 (メビウス関数). S を束とする. S 上のメビウス関数 µを次の式で定める.∑
s≤t≤u

µ(s, t) = 1s=u

具体的な値は µ(s, s) = 1から順に帰納的に定まる.

Definition 15 (q 類似). q 類似とは, q → 1 の極限を考えることで, 元の形と同じようになるもの
をいう. 即ち, X が変数 q を含む式であり, lim

q→1
X = Y が成立するとき, X が Y の q 類似であると

いう.

Definition 16 (超平面・超平面配置). Rn に対して, Ai ∼ Rn−1 を満たす Ai を超平面という. 本
発表ではより制限して, 以下のような超平面H {H ⊂ Rn | a1x1 + · · ·+ anxn = b} (ai ∈ R, b ∈ Rn)

を考える. 有限個の超平面の組を超平面配置といい, A := {Ai}i∈I (|I| < ∞)とかく.

2 先行研究
Theorem 17 ([4]). S を単位元を持つ有限の Left Regular Bandとする. {wx}を S 上の確率分布
とする. C 上のマルコフ連鎖を, 確率 wx で選んだ x ∈ S を左からかけることによって定義する. こ
のマルコフ連鎖の推移確率行列を P とすると, P は対角化可能である. また, 各 X ∈ Lに対して, 重
複度がmX であるような固有値 λX を持つ.

λX =
∑

supp y≤X

wy mX =
∑
Y≥X

µ(X,Y )cY ⇔
∑
Y≥X

mY = cX

Problem 18. Tsetlin library ([4]) [n] = {1, . . . .n}上の確率分布 {vi}ni=1 が与えられている. 本
棚に n冊の異なる種類の本がある. 「本 i (1 ≤ i ≤ n)を確率 vi で取り出し, それを一番左に移動す
る」という操作を考える. この操作を繰り返して得られる Sn 上のマルコフ連鎖を, Tsetlin library

という.

Tsetlin libraryの状態の変化 (n = 9)� �
8を選ぶ v8 7 3 5 1 8 9 2 4 6

左端に移動 −→ 8 7 3 5 1 9 2 4 6

→ 8 7 3 5 1 9 2 4 6� �
Theorem 19 (Tsetlin library の固有値と重複度 [4]). Tsetlin library を表す推移確率行列の固有
値 (λX)と重複度 (mX)は以下のようになる.

λX =
∑
i∈X

vi mX = (n− |X|)!
n−|X|∑
Z=0

(−1)Z

Z!
= dn−|X| (X ⊂ [n])



dk := #{σ ∈ Sk | ∀i σi 6= i}であり, dk = k!
∑k

j=0
(−1)j

j! となる. すなわち, σ = (σ1, . . . , σk) ∈ Sk

に対して, 全ての元を動かすような σ ∈ Sk の数であり, モンモール数と呼ばれる.

Proof. Tsetlin library は, 次の Left Regular Band S を用いて表現することができる. S = Fn :=

{x = (x1, . . . , xl) | 1 ≤ l ≤ n} ∪ {e} (xi ∈ [n], xi 6= xj) ( e : 単位元) . 演算 * を次で定める.

(x1, . . . , xl) ∗ (y1, . . . , ym) = (x1, . . . , xl, y1, . . . , ym)%

但し, %は「左に既出ならばその元を削除する」という意味とする.

例 (217) ∗ (357416) = (217357416)% = (2173546)

(Fn, ∗) は LRBを満たす. C = {(x1, . . . , xn)} となる. また, C ' Sn (1対 1対応する) .

ここで {wx}x∈S =

vi x = (i)

0 otherwise
とする. c ∈ C に, 確率 wx で選んだ x ∈ S を左からかける

ことにより, Tsetlin libraryの状態の変化を表すことが出来る.

例 (123456)
3−→ (312456) : (3) ∗ (123456) = (3123456)% = (312456)

この S,wx に対して定理 17を適用することで求められる.

超平面配置を用いて表現することもできる [3] .

Proof. V = Rn,Hi,j := {xi = xj} (i 6= j)とする. この超平面配置を「braid arrangement」という.

A = {Hi,j}i,j∈[n],i<j とする. 各 Hi,j に対して, {xi > xj}(i < j) の向きを正とする. σi,j ∈
{−1, 0, 1}として, Hi,j

σi,j を以下のように定める.

1. Hi,j
+1 := xi > xj

2. Hi,j
−1 := xi < xj

3. Hi,j
0 := xi = xj

Fσ =
∩

i,j∈[n] Hi,j
σi,j とする. Fσ は, 各超平面 Hi,j に対して向きを考えたものである. F σ 全体の

集合を F とかき, F の元を「面 (face)」と呼ぶ. 但し, 面が存在しないような符号の組み合わせにつ
いては面を定義しないものとする.

面は, {x1, . . . , xn}を等号を含むことを認めて大小関係で並べたものと考えることができる. すな
わち, F = {F | F = (xi1 > (=) xi2 > (=) · · · > (=) xin)} と考えることができる.

σ(F ) を面 F の各超平面 Hi,j に対する符号の列 {σi,j}i,j∈[n] とする. そのような符号列になる面
が存在する場合, 面ごとに符号列は一意に定まり, 符号列ごとに面は一意に定まる.

面の積 (*)を各 Hi,j に対する符号を用いて以下のように定める.

σi,j(F ∗G) =

{
σi,j(F ) (σi,j(F ) 6= 0)

σi,j(G) (σi,j(F ) = 0)



そうすると, (F , ∗)は LRBとなる.

また, チャンバー C は, σi,j(C) 6= 0 (∀i, j) を満たす. チャンバー C 全体の集合を C と書くと,

C ∼ Sn となる.

ここで, F 上の分布 wF を以下のように定める.

wF =



v1 F1 = (x1 > x2 = · · · = xn)

v2 F2 = (x2 > x1 = · · · = xn)
...

vn Fn = (xn > x1 = · · · = xn−1)

0 otherwise

これで, Tsetlin libraryを表現することができる.

この F , wF に対して定理 17を適用することでも求めることができる.

Problem 20 (Tsetlin libraryの q類似 2 [4]). V = Fq
n \ {⃗0}とする. V 上の確率分布 {uv}v∈V が

与えられているとする. A = (a1, . . . , an) (ai ∈ V , a1, . . . , an は一次独立)とする. A全体の集合
と GLn(Fq)は 1対 1対応である.

A = (a1, . . . , an)に b ∈ V を左からかけることを, 「ai = db +
∑i−1

j=0 cjaj , d, cj ∈ Fq が成り立
つ ai を削除し, A′ = (b, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) ∈ GLn(Fq)にする」と定義する. {ub}b∈V を V

上の確率分布とする. 確率 ub でベクトル bを選び, 上の操作を行う. 行列 Aに対して, 次のような増
加列 A′ を対応させる. 但し, dim span{a1, . . . , ak} = k となるようにする.

A = (a1, . . . , an) → A′ = (∅ ⊂ span{a1} ⊂ span{a1, a2} ⊂ · · · ⊂ span{a1, . . . , an} = Fq
n)

この操作によって得られる {A′} := 増加列全体の集合上のマルコフ連鎖を, Tsetlin libraryの q類
似 2 と呼ぶ.

増加列の具体例 (n = 3, q = 3)� �
A =

1
0
0

0
1
0

0
0
1

B =

2
0
0

0
1
0

0
0
1

C =

1
1
0

1
0
0

0
0
1

 =

1
1
0

 ∗A

A′ =

∅ ⊂



1
0
0

2
0
0




⊂
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0
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1
0
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1
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 1
2
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0
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2
0

 2
2
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1
0




⊂ F3

3

 = B′

C ′ =

∅ ⊂



1
1
0

2
2
0




⊂



1
0
0

 0
1
0

 1
1
0

 1
2
0

2
0
0

 0
2
0

 2
2
0

 2
1
0




⊂ F3

3


� �



Theorem 21 (Tsetlin library の q 類似 2 の推移確率行列の固有値と重複度 [4]). Tsetlin library

の q 類似 2の推移確率行列は, 重複度mX であるような固有値 λX を持ち, 次のように表される. 但
し, X = span{vi1 , . . . , vik} ∪ ∅ (1 ≤ k ≤ n)である.

λX =
∑
v∈X

wv mX = ‖dn−dimX‖q = [n− dimX]q!

n−dimX∑
j=0

(−1)j

[j]q!
q(

j
2)

‖dk‖q はモンモール数の q 類似と呼ばれる ([1]).

3 主結果
本発表では, 問題 22 , 24 , 26, 28に現れるマルコフ連鎖に関する講演者の研究内容を報告する. 先

行研究 18 , 20を元に以下の問題 22 , 24 , 26, 28を考えた. これらのマルコフ連鎖を表現できる Left

Regular Bandを構成し, 定理 17を用いて対応する推移確率行列の固有値と重複度を明らかにした.

定理 23については, vi と cj が一様分布の時に, 別の方法での証明がある [5]

Problem 22. p 色版 Tsetlin library 独立な分布 {vi}ni=1, {cj}
p−1
j=0 が与えられている. n 冊の本

と p色のカバーがある. 「確率 vi で本 iを取り除き, その本のカバーを, 確率 cj で色 j のカバーにに
付け替え, 一番左に戻す」という操作を行う. この操作によって得られる Gn,p 上のマルコフ連鎖を p

色版 Tsetlin libraryと呼ぶ. なお, 色の選び方はそれ以前のカバーの色に依らないものとする.

p色版 Tsetlin library の状態の変化 (n = 8, p = 3), (a, 0) = a, (b, 1) = b, (c, 2) = c.� �
v4 7 3 5 1 4 2 8 6

数字 4を選ぶ→ 4 7 3 5 1 2 8 6

色 1に変える→ 4 7 3 5 1 2 8 6

c1 4 7 3 5 1 2 8 6� �
Theorem 23 (p色版 Tsetlin libraryの固有値とその重複度). p色版 Tsetlin libraryを表す推移確
率行列の固有値 (λX)と重複度 (mX)は以下のようになる.

λX =
∑
i∈X

wi mX = (n− |X|)!pn−|X|
n−|X|∑
Z=0

(−1)Z

Z!pZ
= Dn−|X|,p (X ⊂ [n])

Dk,p := #{τ ∈ Gk,p | ∀i σi 6= i ∨ ai 6= 0}であり, Dk,p = k!pk
∑k

j=0
(−1)j

j!pj となる. すなわち,

τ = ((σ1, a1), . . . , (σk, ak)) ∈ Gk,p において, 任意の iに対して「σi 6= iまたは ai 6= 0を満たす」よ
うな τ ∈ Gk,p の数を, p色版モンモール数 と呼び, Dk,p と書く.

Problem 24 (Tsetlin library の q 類似). V = Fq
n \ {⃗0} とする. V 上の確率分布 {wv}v∈V

が与えられているとする. A = (a1, . . . , an) (ai ∈ V , a1, . . . , an は一次独立) とする. A 全体
の集合 A と GLn(Fq) は 1 対 1 対応である. A = (a1, . . . , an) ∈ A, b ∈ V に対して, 「 bA =

(b, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) ∈ A」と定義する. 但し ai は, ai = db+
∑i−1

j=0 cjaj , d, cj ∈ Fq を満



たすものとする. 確率 ub でベクトル bを選び, 左から bをかけるという操作を行う. この操作によっ
て得られる GLn(Fq)上のマルコフ連鎖を, Tsetlin libraryの q 類似と呼ぶ.

Tsetlin libraryの q 類似の状態の変化� �
w

1
1
0



1
0
0

 0
1
0

 0
0
1



左に非 0の−−−−−−−−−−−−−−−−→
ベクトルをもってくる

1
1
0

 1
0
0

 0
1
0

 0
0
1


既出の元の線形和で−−−−−−−−−−−−−−−→
表せるのを消す

1
1
0

 1
0
0

 0
0
1


∵

0
1
0

 =

1
1
0

+ (q − 1)

1
0
0

 1
1
0

 1
0
0

 0
0
1


� �
Theorem 25 (Tsetlin library の q 類似 の推移確率行列の固有値と重複度). Tsetlin library

の q 類似を表す推移確率行列の固有値 (λX) と重複度 (mX) は以下のようになる. 但し, 〈0〉! =
1 , 〈n〉! = q(

n
2)
∏n

k=1(q
k − 1) (n ≥ 1) , X = span{vi1 , . . . , vik} ∪ ∅ (1 ≤ k ≤ n) .

λX =
∑
v∈X

wv mX = 〈n− dimX〉!
n−dimX∑

j=0

(−1)jq(
j
2)qdimX(n−dimX−j)

〈j〉!
= Fn(dimX)

Fn(k) = 〈n− k〉!
∑n−k

j=0
(−1)jq(

j
2)qk(n−k−j)

⟨j⟩! であり, [2] の式 (3.4)を一部変形したものである.

Problem 26 (超立方体の頂点上のランダムウォーク). 原点中心長さ 2の超立方体において,「確率
vj で j の符号を変化させる」という操作を行う. この操作によって得られる {±1}n 上のマルコフ連
鎖を超立方体の頂点上のランダムウォークという.

超立方体の頂点上のランダムウォークの状態の変化 (n = 7)� �
v3 (+1,−1,−1,−1,+1,−1,+1)

→ (+1,−1,+1,−1,+1,−1,+1)� �
Theorem 27 (超立方体の頂点上のマルコフ連鎖の lazy版の固有値と重複度). 超立方体の頂点上
のマルコフ連鎖の lazy版の固有値とその重複度は以下のようになる. 但し, (X ⊂ [n])とする.

λX =
∑
i/∈X

vi mX = 1



Problem 28 (riffle shuffle). 1, . . . , nの順列のそれぞれの数字に対し, (0, 1) のいずれかの番号を
一様に割り振る. 元の順列の順番からの変更を行わないで, 0を割り振った数字のみを左に移動する
という操作を行う. この操作によって得られる Sn 上のマルコフ連鎖を riffle shffleという.

riffle shuffleの状態の変化 (n = 7)� �
2 5 3 1 4 6 7 → 5 1 4 2 3 6 7

1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1� �
Theorem 29 (riffle shuffleの固有値と重複度). 超立方体の頂点上のマルコフ連鎖の lazy版の固
有値とその重複度は以下のようになる. 但し, (X ⊂ [n])とする. riffle shuffleの推移確率行列の固有
値と重複度は以下のように表される. 但し, (0 ≤ k ≤ n)とする

λk = 2n−k , mk =

[
n
k

]

但し,

[
n

k

]
は第一種スターリング数といい, n個の要素を k個の巡回列に分割する個数である.
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