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概要

Delsarte理論は符号理論とデザイン理論を，Fourier解析を通して双対概念として結びつける
ものである．従来の有限部分集合に対する Delsarte理論は，Delsarte’s boundと呼ばれる，符
号やデザインの研究における基礎的な道具を提供し，接吻数問題や球充填問題の部分的解決にも
貢献している．本稿では，確率測度に対する Delsarte 理論の定式化を行う．本稿は奥田隆幸氏
（広島大学）との共同研究に基づく．

1 導入
昨今，コンパクト Gelfand対からくる等質空間上の有限部分集合に対する Delsarte理論が盛んに

研究されている．Delsarte理論は，組合せ最適化の一部である符号理論とデザイン理論を，Fourier
解析を通して双対概念として結びつけるものである．符号理論は，信頼性の高い情報通信を効率的に
行うことを目標に，空間上の点配置であって，2点間の離れ具合が適切なもの（コード）を探す理論
である．特に，濃度が大きいほど良い点配置であるとしている．応用例としては QRコードの誤り訂
正がある．一方で，デザイン理論は，誤差の小さい標本調査を効率的に行うことを目標に，空間上の
点配置であって，ある種の関数に対して，配置した点上の平均と空間全体での平均が一致するもの
（デザイン）を探す理論である．特に，濃度が小さいほど良い点配置であるとしている．応用例とし
ては実験計画法がある．符号理論やデザイン理論では，最良のコード・デザインを見つけることが非
常に重要な目標であるが，あるコードやデザインの “最”良性を示すことがしばしば難しい問題とな
る．そこで Delsarte理論が役に立つ．Delsarte理論はコードやデザインの濃度に Delsarte’s bound
と呼ばれる制限をかける．この制限がコードやデザインの最良性の指標になるのである．

Delsarte理論の始まりは 1973年の Philippe Delsarteによる学位論文 [6]である．この論文では，
アソシエーションスキームと呼ばれる対象の上で，有限部分集合に対する符号理論とデザイン理論が
同時に展開され，これら 2 つの理論が Fourier 解析を通して双対概念として結びつけられた．その
後，Delsarte理論は 1977年に n次元球面上でも同様に展開され [7]，1980年代にランク 1コンパク
ト対称空間上に一般化された [4]．さらに，2000年代に入ってから，ランク 2以上のコンパクト対称
空間である複素・実 Grassmann多様体とユニタリ群上でも調べられた [1,2,13,14]．（2009年までの
進展は [3]に詳しい．）特に，ユニタリ群上のデザイン理論は，量子ゲート（量子コンピュータに用
いられる量子回路の部品）の性能評価法の 1つであるランダマイズド・ベンチマーキングを応用にも
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つ [11]．また，Delsarte理論（や，その発展形）は，組合せ論において非常に重要な問題である接吻
数問題（n− 1次元単位球の周りに単位球を重ならないように触れさせる際に，最大でいくつ触れさ
せられるか調べる問題）や最密球充填問題（n次元 Euclid空間に単位球を重ならないように詰める
際に，最も密に詰められる配置を調べる問題）の部分的解決に貢献した [5, 9, 10,12,15]．
本稿では，有限部分集合の代わりに確率測度に対して Delsarte理論を展開する．確率測度に一般

化するメリットとしては，有限とは限らない “良い”部分空間を見つけることによって，従来の意味
で良いデザインを構成できる可能性があることが挙げられる．例えば，[8]ではユニタリ群において，
しかるべき部分空間に着目することで，具体的に良いデザインを構成することに成功している．この
部分空間の “良さ”は，部分空間に自然に定まる確率測度のデザイン理論的性質により記述できるこ
とが期待されている．このことから，確率測度に対して符号理論・デザイン理論・Delsarte理論を展
開することで，より統一的な議論と，難問である具体的な良いデザインの構成が期待できる．

2 有限部分集合に対する Delsarte理論
まずは，コンパクト Gelfand対からくる等質空間上の有限部分集合に対する符号理論・デザイン理

論・Delsarte理論について，よく知られた事実を紹介する．

2.1 符号理論

符号理論は，空間上の点配置であって，2 点間の離れ具合が適切なもの（コード）を探す理論で
あった．これを数学的に記述する．Gをコンパクト Hausdorff位相群とし，H をその閉部分群とす
る．ここで，M をコンパクト G等質空間 G/H とし，R : M ×M → I を対角作用 GyM ×M に
よる商とする．また，i0 ∈ I をM ×M の対角集合とおく．さらに，X ⊂ M を空でない有限部分集
合とし，A ⊂ I とする．ここで，R(X ×X) ⊂ Aであるとき，X を Aコードと呼ぶ．

例 2.1. Gを 2次元実直交群 O(2)とし，H を O(1)とする．このとき，M は単位円 S1 となり，R
は標準実内積となり，I = [−1, 1]となる．ここで，A := [−1, 1/2] ∪ { 1 }とおき，X を正 6角形の
頂点集合とおくと，X は濃度最大の Aコードである (cf.図 1)．

60◦

図 1 円周 S1 と正 6角形の頂点

2.2 デザイン理論

デザイン理論は，空間上の点配置であって，ある種の関数に対して，配置した点上の平均と空間全
体での平均が一致するもの（デザイン）を探す理論であった．これを数学的に記述する．M 上の複素



数値連続関数を C(M)と書き，G上の確率 Haar測度の商写像 G → M による像を µM と書く．こ
のとき，µM はM 上の G不変確率 Radon測度である．また，µM によるM 上の L2 空間を L2(M)
と書き，ユニタリ正則表現 G y L2(M) の既約部分表現全体の成す離散位相空間を J と書き，M
上の複素数値定数関数全体の成す空間を V0 と書く．今，V0 ∈ J であり，Peter–Weylの定理より，
各 V ∈ J は有限次元であり，V ⊂ C(M)である．さらに，X ⊂ M を空でない有限部分集合とし，
T ⊂ J とし，V0 ∈ T とする．ここで，任意の V ∈ T と f ∈ V に対して，∫

f dµM = 1
#X

∑
p∈X

f(p)

が成り立つとき，X を T デザインと呼ぶ．

例 2.2. (G,H) := (O(2), O(1))とする．このとき，µM は S1 上の標準測度となり，S1 ⊂ Cとみな
すと，J = { Vn := 〈zn, zn〉lin | n ∈ Z≥0 }となる．ここで，T := { Vn | n = 0, 1, 2 }とおき，X を
正 3角形の頂点集合とおくと，X は濃度最小の T デザインである (cf.図 2)．

120◦

図 2 円周 S1 と正 3角形の頂点

2.3 Delsarte理論

符号理論とデザイン理論を球 Fourier変換で結びつけ，そこから Delsarte’s boundを得る．空で
ない有限部分集合 X ⊂ M を固定し，(G,H) は Gelfand 対であるとする．つまり，G y L2(M)
は multiplicity free であるとする．最初に，

{
(ai)i∈I ⊂ C

∣∣ 有限個の iを除いて ai = 0
}
を CI と

書き，X の I 分布 aX ∈ CI を次で定める．

aX
i := #R−1(i) ∩X ×X

#X ×X
(i ∈ I).

このように定義すると，A ⊂ I に対して，次の 2つが同値となる．
(1) X は Aコードである．
(2) 任意の i /∈ Aに対して，aX

i = 0が成り立つ．
この命題によって，符号理論と I 分布が結びつけられる．
次に，M 上の測度 µX を各点 p ∈ X に対する Dirac測度の平均と定める．つまり，∫

f dµX := 1
#X

∑
p∈X

f(p) (f ∈ C(M))

で定める．ここで，X の J 分布 bX ∈ C(J )を次で定める．

V 7→ bX
V :=

(
inf
{
β ∈ R

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ f dµX

∣∣∣∣ ≤ β‖f‖2 for all f ∈ V

})2
(V ∈ J ).



このように定義すると，V0 ∈ T なる T ⊂ J に対して，次の 2つが同値となる．
(1) X は T デザインである．
(2) 任意の V ∈ T − { V0 }に対して，bX

V = 0が成り立つ．
この命題によって，デザイン理論と J 分布が結びつけられる．
続いて，I 分布と J 分布を結びつける球 Fourier変換を紹介する．各 V ∈ J に対して，KV を V

に関する再生核とする（つまり，(ek)N
k=1 を V の正規直交基底とし，KV :=

∑N
k=1 ek ⊗ ek と定め

る．）と，商の普遍性より，次の図式を可換にする連続写像 QV : I → Cが一意に存在する．

M ×M

I C

R
KV

QV

この QV を V の球関数と呼ぶ．これを用いて，球 Fourier変換 F : CI → C(J )を次で定める．

F(a) :=
(
â : J → C, V 7→

∑
i∈I

aiQV (i)
)
.

このとき，F は単射線形写像であり，MacWilliams恒等式 âX = bX が成り立つ．以上をまとめる
と，符号理論とデザイン理論を球 Fourier変換で結びつけたことになる．
最後に，Delsarte’s boundと呼ばれる，X の濃度にかかる制限を紹介する．次の線形計画問題の

双対問題の実行可能解を一つ得るたびに，Aコードかつ T デザインである X に対して，aX
i0

∈ Rが
取りうる値に制限がかかる．
探索物 a ∈ CI ,
目的関数 a 7→ ai0 ,
制約条件 a ≥ 0, a = 0 on Ac, â ≥ 0, â = 0 on T − { V0 } ,

∑
i∈I ai = 1.

この制限と aX
i0

= 1/#X から，X の濃度にも制限がかかる．この制限（のうち最良のもの）を
Delsarte’s boundと呼ぶ．

3 確率測度に対する Delsarte理論（主結果）
上で紹介した Delsarte理論を確率測度に対して拡張する．M 上の確率 Radon測度全体が成す集

合を P(M)と書く．

3.1 符号理論

測度 µX の台 suppµX ⊂ M は X に一致することを参考に，確率測度に対してコード性を定義す
る．µ ∈ P(M)とし，A ⊂ I とする．ここで，R(suppµ× suppµ) ⊂ Aであるとき，µを Aコード
と呼ぶ．



3.2 デザイン理論

こちらも自然に拡張する．µ ∈ P(M)とし，T ⊂ J とし，V0 ∈ T とする．ここで，任意の V ∈ T
と f ∈ V に対して，

∫
f dµM =

∫
f dµが成り立つとき，µを T デザインと呼ぶ．

3.3 Delsarte理論

µ ∈ P(M)を固定する．最初に，µの I 分布 aµ ∈ P(I)を，測度の積と像を用いて aµ := R∗(µ⊗µ)
と定める．さらに，aµ

i := aµ({ i })と定める．このように定義すると，有限部分集合の場合と同様に，
次の命題によって符号理論と I 分布が結びつけられる．

命題 3.1. A ⊂ I とする．このとき，次の 2つが同値となる．
(1) µは Aコードである．
(2) supp aµ ⊂ Aである．

次に，µの J 分布 bµ ∈ C(J )を次で定める．

V 7→ bµ
V :=

(
inf
{
β ∈ R

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ β‖f‖2 for all f ∈ V

})2
(V ∈ J ).

このように定義すると，有限部分集合の場合と同様に，次の命題によってデザイン理論と J 分布が
結びつけられる．

命題 3.2. T ⊂ J とし，V0 ∈ T とする．このとき，次の 2つが同値となる．
(1) µは T デザインである．
(2) supp bµ ⊂ T c ∪ { V0 }である．

続いて，球 Fourier変換 F を次のように拡張する．

F(a) :=
(
â : J → C, V 7→

∫
QV da

)
.

このとき，F : P(I) → C(J )は単射線形写像であり，次の定理が成り立つ．

定理 3.3 (MacWilliams恒等式). âµ = bµ.

以上をまとめると，確率測度に対しても符号理論とデザイン理論を球 Fourier変換で結びつけたこ
とになる．
最後に，Delsarte’s boundを拡張する．まずは有限部分集合の濃度の代わりを考える．ここでは，

#X = 1/aX
i0

=
∫
χi0 da

µX（χi0 は指示関数）を参考にして，実数値連続関数 ϕ ∈ C(I) を考え，∫
ϕdaµ 6= 0の場合に，1/

∫
ϕdaµを µの ϕ濃度と呼ぶこととする．このとき，次の命題が成り立つ．

命題 3.4. X ⊂ M を空でない有限部分集合とし，ϕ を I 上の実数値連続関数とし，ϕ(i0) = 1 と
ϕ−1(0)c ∩R(X ×X) = { i0 }を満たすとする．このとき，µX の ϕ濃度は X の濃度と一致する．



ここで，

C>
R (I) :=

{
ψ ∈ C(I)

∣∣∣ ψ([p, q]) = ψ([p, q]) = ψ([q, p]) for all [p, q] ∈ I
}
,

C>
c,R(J ) :=

{
ξ ∈ C(J )

∣∣∣ ξ(V ) = ξ(V ) = ξ(V ) for all V ∈ J , supp ξ はコンパクト
}

とおくと，次の定理が成り立つ．

定理 3.5 (Delsarte’s bound). ϕ ∈ C>
R (I)とする．このとき，

cϕ := sup
{
ξ(V0) ∈ R

∣∣∣∣∣ ξ ∈ C>
c,R(J ), ξ ≥ 0 on T c, ϕ−

∑
V ∈J

ξ(V )QV ≥ 0 on A

}
,

dϕ := inf
{
ξ(V0) ∈ R

∣∣∣∣∣ ξ ∈ C>
c,R(J ), ξ ≤ 0 on T c, ϕ−

∑
V ∈J

ξ(V )QV ≤ 0 on A

}

とおくと，Aコードかつ T デザインな µ ∈ P(M)に対して，cϕ ≤
∫
ϕdaµ ≤ dϕ が成り立つ．

このことから，µの ϕ濃度にも制限がかかる．この制限（のうち最良のもの）を Delsarte’s bound
と呼ぶ．

3.4 有限部分集合に対する符号理論・デザイン理論・Delsarte理論との対応

ここまで，コンパクト Gelfand対からくる等質空間上の確率測度に対して，符号理論・デザイン理
論・Delsarte理論を展開した．表 1は有限部分集合に対するものと確率測度に対するものの用語の
対応表である．これらの定義から，M の空でない有限部分集合 X が Aコードであることと，µX が
Aコードであることは同値となり，X が T デザインであることと，µX が T デザインであることも
同値となる．さらに，aX

i = aµX

i (i ∈ I)と bX = bµX が成り立つ．また，従来の Delsarte’s bound
は cχi0

≤ aX
i0

≤ dχi0
と表現できる．

表 1 Delsarte理論の用語の対応

有限部分集合 確率測度
対象 M の空でない有限部分集合 X M 上の確率 Radon測度 µ

Aコード R(X ×X) ⊂ A R(suppµ× suppµ) ⊂ A
T デザイン

∫
f dµM =

∫
f dµX

∫
f dµM =

∫
f dµ

a−
i #R−1(i) ∩X2/#X2 aµ({ i })

I 分布 aX := (aX
i )i∈I ∈ CI aµ := R∗(µ⊗ µ) ∈ P(I)

b−
V ‖µX |V ‖2

op ‖µ|V ‖2
op

J 分布 bX : V 7→ bX
V bµ : V 7→ bµ

V

â V 7→
∑

i∈I aiQV (i) V 7→
∫
QV da

球 Fourier変換 F CI → C(J ) P(I) → C(J )



4 2次元球面上の 1デザインの例
この節では，(G,H) := (O(3), O(2))とする．このとき，M は単位球面 S2 となり，Rは標準実内

積となり，I = [−1, 1]となる．また，

J =
{ {

R3 上の斉 n次調和多項式全体
} ∣∣ n ∈ Z≥0

} ∼= Z≥0

となり，Qn は n次 Legendre多項式の定数倍となる．特に，Q0(t) = 1, Q1(t) = 3t (t ∈ [−1, 1])と
なる．ここで，ϕ(t) := t/2 + 1/2 (t ∈ [−1, 1])とする．このとき，Delsarte’s boundから，I コード
かつ { 0, 1 }デザインな µ ∈ P(M)（これを 1デザインと呼ぶ）の ϕ濃度は 2であることが分かる．
以下，S2 上の具体的な 3つの測度を観察する．

例 4.1. X := { (1, 0, 0), (−1, 0, 0) } ⊂ M とする (cf.図 3)．このとき，µX ∈ P(M)は 1デザイン
である．実際，µX の ϕ濃度は 2である．

図 3 球面 S2 と対蹠点

例 4.2. µ0 ∈ P(M)を { (0, cos θ, sin θ) | θ ∈ R } ⊂ M 上の標準確率測度とする (cf.図 4)．このと
き，µ0 は 1デザインである．実際，µ0 の ϕ濃度は 2である．

図 4 球面 S2 と大円

例 4.3. µ1/2 ∈ P(M) を
{

(1/2,
√

3/2 cos θ,
√

3/2 sin θ)
∣∣ θ ∈ R

}
⊂ M 上の標準確率測度とする

(cf.図 5)．このとき，µ1/2 の ϕ濃度は 8/5 < 2である．実際，µ1/2 は 1デザインではない．
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図 5 球面 S2 と小円

5 まとめ
本研究の主結果は，コンパクトGelfand対からくる等質空間上の符号理論・デザイン理論・Delsarte

理論を，有限部分集合に対するものから確率測度に対するものに拡張したことである．
今後の課題を 3 つ挙げる．1 つ目は，ϕ 濃度の応用上の解釈を与えることである．2 つ目は，コ

ンパクト Gelfand 対からくるという M の仮定を弱めることである．3 つ目は，球 Fourier 変換
F : P(I) → C(J )の像を綺麗に表示することである．
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