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概要
Perfectly matchable subgraph polytopeはグラフのマッチングによって生起される多面体で
ある。この多面体の compressed 性と Gorenstein 性について [7] に基づいて、講演する。特に
compressed性に関しては完全な特徴付けが得られた。

1 トーリック環
任意の頂点が格子点の凸多面体 P を格子凸多面体という。体 K に対して K 上 n + 1 変数ロー

ラン多項式環を K[x±1, s] = K[x±1
1 , . . . , x±1

n , s]で表す。格子点 α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn に対して、
xα = xα1

1 · · ·xαn
n ∈ K[x±1, s] とする。このとき P ∩ Zn = {a1, . . . ,am} ならば P のトーリック

環 K[P] は単項式 xa1s, . . . ,xams ∈ K[x±1, s] で生成される K[x±1, s] の K-部分代数である。さ
らにトーリックイデアル IP は K[P] の定義イデアルである。すなわち i = 1, 2, . . . ,m に対して
π(yi) = xaisをとる環準同型写像 π : K[y1, . . . , ym] → K[P]の核である。IP は斉次二項式で生成
されることが知られている。トーリックイデアル IP のイニシャルイデアルが任意の逆辞書式順序に
て平方自由な単項式で生成されるとき、格子凸多面体 P は compressedであるという [8]。詳しく
は [4] が参考になる。
他方、K[P]が正規半群環であるとき P ⊂ Rn は正規であるという。正規性に関して以下が知られ

ている。

• P が正規であることと任意の v ∈ kP ∩ LP が P ∩ Zn の k 個のベクトルで表せることは同値
である。ただし LP は P ∩ Zn で張られる Zn の部分格子である;

• トーリックイデアル IP のイニシャルイデアルが平方自由な単項式で生成されるような単項式
順序が存在するとき、P は正規である。

任意の v ∈ kP ∩ Zn が P ∩ Zn の k 個のベクトルで表せるとき格子凸多面体は integer decompo-

sition property(IDP)を持つという。特に P が IDPを持つのであれば、P は正規である。
格子凸多面体 P ⊂ Rn は 0が内部に存在するただ一つの格子点で、P の双対多面体

P∗ := {x ∈ Rn : 任意の y ∈ P に対して x · y ≤ 1}

は格子凸多面体となるとき reflexiveと呼ばれる。ただし x · y は xと y の内積である。次元 nの多
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面体 P に対して、次元 n− 1の面を多面体 P のファセットと呼ぶ。P∗ の各頂点は P のファセット
に対応している。次元 nの格子凸多面体 P ⊂ Rn について δP = {δa : a ∈ P}が reflexive polytope

と unimodularly equivalentとなるとき P は指数 δ のGorensteinであるという。また格子凸多面
体 P が Gorensteinであることと P のエルハート環

K[xαsm : α ∈ mP ∩ Zn,m ∈ Z≥0] ⊂ K[x±1, s]

が Gorensteinであることが同値となる。さらに、P が IDPを持つとき、P のエルハート環と P の
トーリック環が同型となることが知られている。

2 Perfectly matchable subgraph polytope

頂点集合 V = [n] = {1, 2, . . . , n}, 辺集合 E で構成される有限グラフを G = (V,E) で表す。本
講演では有限かつ単純なグラフを扱う。S ⊂ V に対して頂点集合 S, 辺集合 {{i, j} ∈ E : i, j ∈ S}
のグラフ G[S] を誘導部分グラフという。グラフにおいて互いに頂点を共有しない k 辺の集合を k-

マッチングと呼ぶ。有限グラフ Gに対して、グラフの全ての頂点を含むマッチングを完全マッチン
グという。グラフの頂点集合の部分集合 S による誘導部分グラフが完全マッチングを持つとき、S

は perfectly matchable subgraphを誘導するという。特に ∅は perfectly matchable subgraph

を誘導する。W (G) を perfectly matchable subgraph を誘導するような V の部分集合からなる集
合とする。部分集合 S ⊂ V に対して、ρ(S) =

∑
i∈S ei ∈ Rn とおく。ただし ei は Rn の i 番目

の単位座標ベクトルである。このとき G の perfectly matchable subgraph polytope PG は
{ρ(S) ∈ Rn : S ∈ W (G)} の凸閉包である。この多面体は Balas-Pulleyblank により [2] で定義さ
れた。

Example 2.1. Gを長さが 4のサイクルとする。このとき

W (G) = {∅, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, {1, 2, 3, 4}}

である。ここで、2つの 2-マッチング {{1, 2}, {3, 4}}と {{1, 4}, {2, 3}}は同じ頂点集合の部分集合
{1, 2, 3, 4}によって誘導されることに注意する。Gから生起される PG ⊂ R4 は行列

0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1


の列ベクトルの凸閉包である。

この多面体の次元はグラフが二部グラフであるかどうかに依存する。G を頂点集合 {1, 2, . . . , n}
の連結グラフとする。このとき

dimPG =

{
n− 1 Gは二部グラフ,
n その他。

次に、[2, 3]によって与えられた PG のファセットを誘導する不等式について記す。まず x(S)を
S に対応するベクトルの成分の和とする。次に



T = {X ⊂ V : G[X]の各成分は奇数個の頂点を持つ }

とする。また、任意の S ⊂ V に対して S の頂点の少なくとも 1つに隣接している V \ S の部分集合
を Γ(S)とする。さらに S ⊂ V に対して θ(S)を誘導部分グラフ G[S]の連結成分の数とする。

Proposition 2.2 ([3]). 有限グラフ G = (V,E)に対して PG は G[S]の任意の連結成分が単独の頂
点か頂点数が奇数個の非二部グラフとなるようなすべての S ∈ T に対して

0 ≤ x(v) ≤ 1　 (任意の v ∈ V ), (1)

x(S)− x(Γ(S)) ≤ |S| − θ(S) (2)

を満たすような x ∈ RV の集合である

グラフ G = (V,E)は任意の v ∈ V に対して G \ {v}がパーフェクトマッチングを持つとき Gは
critical (もしくは factor-critical)と呼ばれる。任意の criticalなグラフは単独の頂点か頂点数が
奇数個の連結な非二部グラフである。

Proposition 2.3 ([3]). Gを非二部グラフとする。S ∈ T に対して、不等式 (2)が PG のファセッ
トを誘導することと S が以下を満たすことが同値。

(i) G[S]のすべての成分は critical;

(ii) G \ (S ∪ Γ(S))のすべての成分は非二部グラフ;

(iii) G[S ∪ Γ(S)]から両端が Γ(S)に属している辺をすべて取り除くことで得られるグラフが連結
である。

特に、|S| = 1ならば S は条件 (i)と (iii)を満たす。

Proposition 2.4 ([2]). G = (V,E)を頂点集合 V = V1∪V2 の二部グラフとする。このとき PG は

0 ≤ x(v) ≤ 1　 (任意の v ∈ V ), (3)

x(S)− x(Γ(S)) ≤ 0　 (任意の∅ ̸= S ⊂ V1), (4)

x(V1)− x(V2) = 0 (5)

を満たすような x ∈ RV の集合である。

グラフ Gにおいて取り除かれることで Gが非連結となるようなグラフの頂点を切断点という。

Proposition 2.5 ([2]). G = (V1 ∪ V2, E)を連結二部グラフとする。このとき以下が成り立つ。

(a) 不等式 0 ≤ x(v)が PG のファセットを誘導することと v が切断点ではないことが同値;

(b) Gは少なくとも 2本の辺を持つとする。このとき不等式 x(v) ≤ 1が PG のファセットを誘導
することと deg(v) ≥ 2であることが同値;

(c) 任意の ∅ ̸= S ⊊ V1 に対して不等式 (4)が PG のファセットを誘導することと G[S ∪ Γ(S)]と
G[(V1 \ S) ∪ (V2 \ Γ(S))]が連結であることが同値。



3 他の多面体との関係
台集合 {1, 2, . . . , n} と基底の集合 B に対するマトロイドを M とする。マトロイド M の base

polytope B(M) は {ρ(B) : B ∈ B} ⊂ Rn の凸閉包である。グラフが二部グラフのとき PG は
transversal matroid の base polytope と unimodularly equivalent であることが [2] にて触れられ
ている。任意のマトロイドに対してマトロイドの base polytopeは IDPを持つ [10]。よって以下が
従う。

Proposition 3.1. 連結な二部グラフに対して PG は IDPを持つ。

次に有限グラフより生起される多面体との関連について記す。有限グラフ G の頂点集合の部分
集合 S に対して、G の任意の辺が S の部分集合となっていないとき S は stable であるという。
S(G) = {S1, . . . , St} をグラフ G のすべての stable set からなる集合とする。グラフ G の stable

set polytopeは {ρ(S1), . . . , ρ(St)}の凸閉包で、Stab(G)と表記される。
高々一つしかサイクルを持たない連結なグラフを pseudotreeという。G = (V,E)に対して線グ
ラフ L(G)は頂点集合 E、辺集合 {{e, e′} : e, e′ ∈ E, e ∩ e′ ̸= ∅}によるグラフである。

Proposition 3.2. G を偶サイクルを持たない pseudotree とする。このとき PG のトーリック環
K[PG]とK[Stab(L(G))]は同型である。

偶サイクルを持たない pseudotreeの線グラフは高々一つの奇サイクルと完全グラフのクリーク和
である。奇サイクルと完全グラフの stable set polytopeはそれぞれ正規であり、クリーク和によっ
て stable set polytopeの正規性は保たれる。よって以下が従う。

Proposition 3.3. Gを pseudotreeとする。このとき PG は正規である。

4 主定理
切断点のない極大部分グラフをブロックと呼ぶ。compressedである PG に関して以下を明らかに
した。

Theorem 4.1. 有限連結グラフ Gに対して、PG が compressedであることと Gのブロックのうち
高々一つがK4 かK1,1,n でそれ以外は完全二部グラフとなることが同値である。

Example 4.2. 図 1 のグラフによって生起される perfectly matchable subgraph polytope は
compressedである。

また、Gorensteinである PG に関して以下の 2つを示した。

Theorem 4.3. 連結二部グラフ G = (V1 ∪ V2, E)が deg(v) ≥ 2を満たすような切断点ではない頂
点 v を持つとする。このとき以下は同値:



図 1 完全二部グラフK3,3、K2,3 と完全グラフK4 をブロックに持つグラフ

(i) K[PG]は Gorensteinである;

(ii) PG は Gorensteinである;

(iii) PG は指数 2の Gorensteinである;

(iv) Gは完全マッチングを持ち、G[S ∪ Γ(S)]と G[(V1 \ S) ∪ (V2 \ Γ(S))]が連結になるような任
意の空でない部分集合 S ⊊ V1 に対して、|S|+ 1 = |Γ(S)|が成り立つ。

さらに、Gが 2-連結ならば上記の条件は以下とも同値となる。

(v) Gの edge polytopeが Gorensteinである。

次数が 2種類のグラフを bidegreed graphという。

Theorem 4.4. 有限グラフ Gは pseudotreeとする。このとき、K[PG]が Gorensteinであること
と Gが以下のいずれかを満たすことは同値:

(i) GはK1,K2 もしくは bidegreed tree;

(ii) Gは C5;

(iii) Gは三角形 C を持ち、 {
deg(v) ∈ {2, 3} v ∈ V (C)のとき
deg(v) ∈ {1, 3} その他;

(iv) Gは偶サイクル C を持ち、以下を満たす δ ≥ 2が存在する。{
deg(v) = δ v ∈ V (C)のとき
deg(v) ∈ {1, δ − 1} その他。

Example 4.5. 図 2のグラフによって生起される perfectly matchable subgraph polytopeのトー
リック環は Gorensteinである。



図 2 偶サイクルの頂点の次数が 4でそれ以外の頂点の次数が 3もしくは 1の pseudotree

5 Theorem 4.1の証明の概要
まず Theorem 4.1については Sullivantによる判定法 [8, Theorem 2.4]を使って求めた。

Proposition 5.1 ([8]). P は冗長でない線形表現 P = {x ∈ Rn : ai · x ≥ bi, i = 1, . . . , s}を持つ
とする。ただし i = 1, 2, . . . , sに対して、ai ∈ Rn である。このとき P が compressedであることと
各 iに対して {x ∈ LP : ai · x = bi +mi} ∩ P ̸= ∅であるようなmi ∈ Rが高々一つ存在することが
同値である。

グラフ G に対して G′ を G の誘導部分グラフとする。このとき PG′ は PG の面となる。com-

pressedな多面体のすべての面は compressedであることが知られているため以下が従う。

Lemma 5.2. G′ を PG′ が compressedではないような連結グラフとする。グラフ Gが G′ を誘導
部分グラフとして持つとき、PG は compressedではない。

以下の補題は Proposition 5.1によって得られた結果の一つである。

Lemma 5.3. Gを連結なグラフとする。PG が compressedであるとき、Gは長さが 5以上の奇サ
イクルを部分グラフに持たない。

Proof. Gは長さが 2n + 1の奇サイクルを部分グラフに持つとする。ただし n ≥ 2である。このと
き S = V (C2n+1)に対して G′ = G[S]を考える。Lemma 5.2より、誘導部分グラフ G′ から生起さ
れる PG′ が compressedではないことを示せば十分である。仮定より、G′ \ (S ∪ Γ(S))は空となる。
C2n+1 は criticalであり C2n+1 の頂点集合は G′ の頂点集合と一致するため、G′ = G′[S]は critical

となる。だらに Γ(S) = ∅であり G′[S ∪ Γ(S)] = G′ は連結である。したがって、 Proposition 2.3

より
x(S) ≤ |S| − θ(S) = 2n+ 1− 1 = 2n

は PG′ のファセットを誘導する。このとき x ∈ PG′ ∩ Z2n+1 となる x(S)が n+ 1 ≥ 3個存在する。



実際、 {
x(S) : x ∈ PG′ ∩ Z2n+1

}
= {0, 2, . . . , 2n}

である。Proposition 5.1より、 PG′ は compressedではない。

さらに以下の結果がグラフ理論では知られている。

Proposition 5.4 ([5, 9]). グラフ Gに対して以下は同値:

(i) Gの線グラフ L(G)は perfect;

(ii) Gは長さが 5以上の奇サイクルを部分グラフに持たない;

(iii) Gの各ブロックは二部グラフ、K4、もしくはK1,1,n である。

したがって以下が従う。

Lemma 5.5. Gを連結なグラフとする。PG が compressedであるとき、Stab(L(G))は perfectで
ある。

ここでは compressed 性において stable set polytope との興味深い関連が見られる。ここから
Proposition 5.1を用いてグラフをさらに絞り込み、Theorem 4.1を得た。

6 Theorem 4.4の証明の概要
次に Theorem 4.4について証明を簡単に紹介する。stable set polytopeのエルハート環について
以下の結果が得られている。

Proposition 6.1 ([6, Theorem 3.8]). グラフ Gを h-perfect graphとする。このとき Stab(G)の
Ehrhart環が Gorensteinであることと Gのすべての極大なクリークは同じ基数 ω で、Gは以下の
条件のうち一つを満たす:

(i) ω = 1;

(ii) ω = 2かつ Gは長さが 7以上の誘導奇サイクルを持たない;

(iii) ω ≥ 3かつ Gは長さが 5以上の誘導奇サイクルを持たない。

これと Lemma 3.2 を併用することで Theorem 4.4 の (i)-(iii) を得られた。残るは偶サイクル
を持つ pseudotree の PG が Gorenstein となる条件 (iv) を示す必要がある。連結な二部グラフの
perfectly matchable subgraph polytopeについては以下の結果を得た。

Proposition 6.2. グラフ Gを頂点集合 V = {1, 2, . . . , n} = V1 ∪ V2 による連結な二部グラフとす
る。このとき PG が指数 δ の Gorensteinであることと以下を満たす δ ≥ 2と α ∈ Zn が存在するこ
とが同値:

(i) α(V1) = α(V2);

(ii) v が切断点ではないとき、α(v) = 1;

(iii) deg(v) ≥ 2のとき、α(v) = δ − 1;



(iv) ∅ ̸= S ⊊ V1に対してG[S∪Γ(S)]とG[(V1\S)∪(V2\Γ(S))]が連結のとき、α(S)−α(Γ(S)) =

−1が成り立つ。

これを pseudotreeに適用することで Theorem 4.4の (iv)を得た。

7 今後の展望
この多面体のトーリック環及びトーリックイデアルについてソフトウェア CoCoA[1] を用いて計

算実験を行ったが perfectly matchable subgraph polytopeのトーリックイデアルが二次生成になら
ないグラフは見つけられなかった。

Conjecture 7.1. 任意の有限グラフ Gに対して、トーリックイデアル IPG
は二次生成である。

この予想が正しいのであれば以下の予想にも取り組みたい。

Conjecture 7.2. 任意の有限グラフ Gに対して IPG
のグレブナー基底が二次となるような単項式

順序が存在する。
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