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概要
4次元多様体の微分トポロジーは他の次元の微分トポロジーと大きく異なる挙動を示すためい
まだに未解決な部分が多く, いわば微分トポロジーの最後のフロンティアである. 4次元多様体に
埋め込まれた曲面は微分構造の情報を反映しており, 微分トポロジーの観点から興味深い対象で
ある. 本講演の主定理は S4 への RP 2 の埋め込みの無限族であって互いに位相的には同値だが滑
らかには同値でないものの存在である. 滑らかに同値でないことの証明が既存の方法では難しい
が, 講演者によって構成された新たな不変量を用いて示すことができる. 不変量の構成にはゲー
ジ理論を用いる.

1 導入
以下, 単に多様体と言ったら可微分多様体であり, 微分構造を考えないときは位相多様体というこ

とにする.

1.1 4次元多様体とゲージ理論
4次元多様体の微分トポロジーは 5次元以上の多様体とは全く異なった振る舞いを示す. コンパク
トな n次元位相多様体に対して n 6= 4なら入りうる微分構造は高々有限個なことがわかっているが,

4次元位相多様体で複数の微分構造が見つかっているものはほとんど無限個の微分構造が見つかって
いる. さらに n次元ユークリッド空間は n 6= 4のときには微分構造は一意だが, R4 には非加算無限
個の微分構造がある. 4次元多様体論は単に低次元から順に多様体を調べていく過程の途中にある分
野ではなく, 微分トポロジーに残されたフロンティアである.

上で述べた, 4次元多様体の微分構造の特異な性質はどのようにして調べられたのであろうか. 3次
元以下では滑らかな多様体と位相多様体の差はない. 一方, 5次元以上の微分トポロジーで重要な役
割を果たす h-同境定理の証明ではホイットニーの手品と呼ばれる手法が用いられる. ホイットニーの
手品の鍵となる部分は, D2 からの写像を (境界部分を変えず)少し変形し自己交差を消すことである
が, これができるのは 2 + 2より大きい 5次元以上の多様体である. したがって 4次元多様体の微分
構造を調べるには他の次元とは異なる手法が必要となる.
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1982年, Atiyahの学生であった Donaldsonはそれまでトポロジストが予期しない方法を 4次元多
様体論に持ち込んだ. 素粒子物理学に端を発するゲージ理論である. Donaldsonが [1]で示した定理
は次である.

Theorem 1.1 (Donaldson [1]). 任意の向き付けられたコンパクト単連結可微分 4次元多様体X の
交差形式が負定値 (negative definite)であるとする. このとき, 交差形式は Z係数の範囲で対角化可
能である.

この定理の単連結性の仮定は現在では外されている. 4次元多様体 X の交差形式というのは, 二次
のコホモロジーに対して定まる次の二次形式である:

H2(X;Z)/Tor ×H2(X;Z)/Tor → Z; (α, β) 7→ 〈α ∪ β, [X]〉.

X が閉向き付け可能ならポアンカレ双対から交差形式は非退化である. この定理がなぜ驚くべき定
理なのかを説明する. まず, 前年の 1981年に示された Freedmanの定理 [4]によって, 任意のユニモ
ジュラー形式に対してそれを交差形式に持つような単連結位相的 4次元多様体が存在することがわか
る. また, 負定値のユニモジュラー形式で Z係数の範囲で対角化できないものは無数にあることが知
られている. したがって, Donaldsonの定理によって無数の位相的 4次元多様体に対して微分構造が
入らないことが示されたのである.

この Donaldsonの対角化定理は, 反自己双対方程式 (ASD方程式)と呼ばれる非線形偏微分方程式
の解のモジュライ空間を観察することによって示された. ASD 方程式は Yang–Mills 方程式という
ゲージ理論 (素粒子物理学)に出てくる方程式の解の特別な場合である. このようにして, 素粒子物理
学の偏微分方程式の 4次元トポロジーへの応用が始まった. 第一段落で述べた 4次元多様体の奇妙な
性質はこのゲージ理論を用いて調べられたものである.

1.2 Seiberg–Witten理論と反線形な対称性
トポロジーへの応用に用いられる方程式で代表的なものに, 上で述べた ASD方程式の他に, 1994

年にWitten [14] によって導入された Seiberg–Witten 方程式がある. この方程式は ASD方程式よ
りも解析的に扱いが容易なうえに, ASD 方程式を用いて得られた微分トポロジーへの応用の多くを
再現する. それだけでなく, Seiberg–Witten方程式を用いた証明しか知られていない結果もある. 代
表的なものは古田幹雄 [5]による, 10/8-不等式である.

Theorem 1.2 (Furuta [5]). X を閉スピン 4次元多様体で交差形式が不定値 (indefinite)であると
する. このとき第二ベッチ数 b2(X)と符号数 σ(X)の間に不等式

b2(X) ≥ 5

4
|σ(X)|+ 2

が成り立つ.

この定理もまた滑らかな 4次元多様体に制約を与えるもので, 特に単連結位相 4次元多様体で交差
形式が不定値かつ even(つまり, 任意の元 α ∈ H2(X;Z)について 〈α ∪ α, [X]〉 ∈ 2Z)なもので微分
構造が入らないものが無数に存在することがわかる.



この定理の証明で重要なのは (spin 構造に対する)Seiberg–Witten 方程式がもつ「反線形な変換」
である. Seiberg–Witten方程式の未知関数は 1-formaとある複素ベクトル束の切断 ϕである. ϕは
スピノル場と呼ばれる. 反線形な変換というのはこのスピノル場に対して作用する複素反線形な位数
4の変換である. この変換は, ゲージ理論にでてくる方程式がもつゲージ変換による対称性とは異な
る, Seiberg–Witten方程式特有の対称性である.

4次元多様体 X に滑らかな Z/2の作用 (involution) があるときに, involution がしかるべき位相
的な条件を満たしていればこの作用の情報と元から Seiberg–Witten方程式にあった反線形な変換を
用いて, Seiberg–Witten 方程式の解のモジュライ空間に「反線形な involution」を定めることがで
きる. この反線形な involutionの固定部分を見ることで, 4次元多様体 X と X 上の involutionに関
する不変量を得ることができる. この Seiberg–Witten理論の変種を Real Seiberg–Witten理論とい
う. これが本講演の主役である.

1.3 Real Seiberg–Witten理論
前節の終わりに, 4次元多様体 X と X 上の involutionι : X → X について ιが良い条件を満たす

なら Real Seiberg–Witten理論が展開できると述べた. X と X 上の involutionιの組 (X, ι)を自然
に調べたくなるのはどのようなときであろうか.

ひとつは単連結でない 4次元多様体の二重被覆空間としてX が現れ, ιが被覆変換である場合, Real

Seiberg–WittenはX/ιの微分構造の情報を持っている. このような場合の Real Seiberg–Wittenは
中村信裕によって Pin−(2)-monopole [12, 13] として, X/ι 上の局所系でねじった Seiberg–Witten

理論として定式化されている. さらに, 局所系のコホモロジーの 10/8-型不等式や連結和で保たれる
エキゾチックな 4 次元多様体の検出など Pin−(2)-monopole をもちいないと得られないトポロジー
への応用が得られている.

involution が固定点を持つ状況が自然に出てくるのは, 4 次元多様体 X ′ の中の曲面 S について,

S に沿った二重分岐被覆 Σ2(X
′, S) =: X を考えるときである. このとき X と被覆変換 ιに関する

Real Seiberg–Witten 理論を考えると X ′ に埋め込まれた S についての不変量ができる. 講演者と
今野北斗氏, 谷口正樹氏との共同研究 [7, 8]はこのような場合の Real Seiberg–Witten理論を用いて
(境界付き)10/8型不等式や Frøyshov型不等式と呼ばれる constraintを考察し, ある条件を満たす曲
面の種数の下からの評価を得ている. 4次元多様体の Z/2作用そのものに興味がある場合もある. 加
藤祐矢は [6]で閉 4次元多様体の involutionで固定点がある場合の 10/8型不等式を示し, 滑らかに
は実現できない位相的な群作用を検出している. 時系列でいえばこの加藤の不等式の方が [7]より先
で, [7]の不等式は加藤のそれの境界付き版である.

Real Seiberg–Witten の関係した研究でいえば, Li による 3次元多様体に involution がある場合
の monopole floer homologyがある [9, 10].

この講演では, 4 次元多様体 X の中の曲面 S に沿った二重分岐被覆 Σ2(X,S) に対し Real

Seiberg–Witten 理論を用いた不変量を構成し, X の中のエキゾチックな曲面, すなわちふたつの曲
面 S, S′ ⊂ X で位相的にはアイソトピックだが滑らかにはそうではない例を検出する.



2 主定理
4次元多様体の微分構造は 5次元以上の多様体のそれと比較して特異である理由のひとつはホイッ

トニーの手品が成立しないことであり, これは 4次元多様体に埋め込まれた D2 が問題となっている
のであった. このことから 4次元多様体に埋め込まれた曲面を調べることが 4次元多様体の微分トポ
ロジーを調べるうえで重要であることが見て取れよう. 特に, 位相的には同値だが滑らかには異なる
エキゾチックな曲面埋め込みは興味深い対象である. 本講演の主定理は, Real Seiberg–Witten理論
を使って示された以下の定理である.

Theorem 2.1 ([11]). RP 2 の S4 への埋め込みの無限族で, 互いに位相的には同値だが滑らかには
互いに同値でないものが存在する.

S4 内のエキゾチックな曲面に関する背景を述べる. エキゾチックな曲面埋め込みに関する研
究自体は列挙することが困難なほど数多くの研究があるが, 最も基本的な閉 4 次元多様体である
S4 内のエキゾチックな曲面埋め込みの例はあまり多くない. 実際, S4 内の向き付け可能な曲面
によるエキゾチックな曲面埋め込みは発見されていない. さらに向き付け不可能な例についても
Finashin–Kreck–Viro [2]や Finashin [3]による例をはじめ片手で数えられるほどしか知られていな
い. さらに, 向き付け不可能なエキゾチック曲面結び目で今まで知られていた例の種数はいずれも 5

以上であり, 種数が小さい例は知られていなかった.

種数が小さい例を作る際, 既存の方法では困難があった. エキゾチックな曲面埋め込みが実際に滑
らかには同値でないことを検出する既存の方法は, 曲面に沿った二重分岐被覆が互いに微分同相でな
い 4次元多様体であることを示すというものであった. この方法では, 例えば種数 1の向き付け可能
な曲面すなわち RP 2 のエキゾチックな曲面埋め込みを検出しようとするとエキゾチックな CP 2 を
見つけねばならず, このようなものは見つかっていない. 種数が小さい向き付け可能な曲面の埋め込
みの二重分岐被覆は二次のコホモロジーの次元が小さく, このような 4次元多様体でエキゾチックな
微分構造を見つけるのは困難であることが知られている.
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