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概要
格子多面体から生じる Ehrhart環の nearly Gorenstein性に関する結果について紹介する.

格子多面体の Ehrhart環が nearly Gorensteinになるための必要条件と十分条件をそれぞれ与
える. 特に nearly Gorenstein多面体が持つ分解について考察する. さらに,多面体の分解を考
察することで得られる nearly Gorenstein(0, 1)-多面体の構造定理について紹介する.

1 導入
1.1 背景
本稿は Thomas Hall, Max Kölbl,松下光虹さんとの共著論文 [HKMM]の内容に基づく.
kを無限体とし,非負整数,整数,有理数と実数全体の集合をそれぞれN, Z, Q, Rで表す.
空間 Rdの空でない有限集合 Xの凸包 conv(X)を多面体という. すべての頂点の各成分が整数

である多面体 P ⊂ Rdのことを格子多面体という. PをRd+1に d+ 1番目の座標を 1として埋め
込み,その錐をとると CP ⊂ Rd+1が得られる. Pの Ehrhart環A(P)は k[CP ∩ Zd+1]のことであ
る. ここで各格子点 (x1, . . . , xd,k) ∈ Zd+1は Laurent単項式 t

x1
1 · · · txd

d skと同一視する. この古典
的構成で多面体と組合せ論が環論的概念の研究と結びつく.

Cohen–Macaulay環とGorenstein環は可換代数における中心的な役割を果たしている. Cohen–
Macaulayだが Gorensteinでない環の研究では, Gorensteinという強い性質をどう弱めるべきか
ということに焦点がおかれ,数多くの Gorenstein性を一般化した概念が様々なモチベーションを
背景に定義されている. Nearly Gorenstein環, level環,そして almost Gorenstein環と呼ばれるも
のがその例になっている.
本講演では, [HHS19]で導入されたnearly Gorenstein性に焦点をあてる. RをCohen–Macaulay

N-次数付き k-代数とする. Nearly Gorenstein は, 「R の正準加群のトレース tr(ωR) が non-
Gorenstein locusである」という主張 [HHS19, Lemma 2.1]を背景に定義された概念である. こ
の主張から特に, R が Gorenstein であることと, 正準加群のトレースが環全体に一致する (i.e.
tr(ωR) = R)ことが同値である. Rが nearly Gorensteinであるとは, このトレースが Rの (た
だ一つの)次数付き極大イデアルmを含む (i.e. m ⊆ tr(ωR))ことをいう.
日比環 [HHS19, Theorem 5.4]や,エッジ多面体のエッジ環 [HS21],また数値的半群環 [HHS21],

そして 2次元の斉次アファイン半群環 [Miyar]など,様々な組合せ論的対象に付随する環の nearly
Gorenstein性が研究されている.
原点を含む格子多面体の Ehrhart環の Gorenstein性は, ある正整数 kが存在して kPが反射的

であることと同値 [BN08]という古典的な結果がある. 本稿では,一般的な格子多面体から生じる
Ehrhart環の nearly Gorenstein性について議論する.
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1.2 Nearly Gorenstein k-代数
R をただ一つの次数付き極大イデアル m をもつ N-次数付き k-代数とする. 以下, R は常に

Cohen–Macaulayで,正準加群ωRを持つとする. a(R)を Rの a-不変量とする, i.e.

a(R) = −min {i ∈ N : (ωR)i ̸= 0} ,

ただし (ωR)iはωRの i-番目の次数付き成分.

Definition 1.1. 次数付き R-加群Mに対して, trR(M)をϕ ∈ HomR(M,R)が全てを渡るときのイ
デアル ϕ(M)の和として定義する, i.e.

trR(M) =
∑

ϕ∈HomR(M,R)

ϕ(M).

環について混同の恐れがないときは,これを単に tr(M)で表す.

Remark 1.2 ([HHS19, Lemma 2.1]). Aを正準加群ωAをもつCohen–Macaulay可換環とする. A
の素イデアル全体の集合を Spec(A)で表すと,次が正しい:

{p ∈ Spec(A) : ApがGorensteinでない } = {p ∈ Spec(A) : tr(ωA) ⊂ p}.

Definition 1.3 ([HHS19, Definition 2.2]). Rが nearly Gorensteinとは, tr(ωR) ⊇ mとなること
をいう. 特に RがGorensteinであることと tr(ωR) = Rは同値である.

Proposition 1.4 ([HHS19, Lemma 1.1]). Rを環として, Iを Rの非零因子を含むイデアルとする.
Q(R)を Rの全商環とし, I−1 := {x ∈ Q(R) : xI ⊆ R}とする. このとき,

tr(I) = I · I−1.

後のため,別のGorensteinの一般化である level環についてもここで定義する.

Definition 1.5 ([Sta07, Chapter III, Proposition 3.2]). Rが levelとは, ωRの極小生成系の次数が
全て等しいことをいう. RがGorensteinならば, ωRはただ 1つの元で生成されるので levelになる.

1.3 格子多面体と Ehrhart環
以下, Rd (resp. Zd)の双対空間を (Rd)∗ := HomR(R

d, R) (resp. (Zd)∗ := HomZ(Z
d, Z))で

表す. 対 n ∈ (Rd)∗と x ∈ Rdの内積を n(x)で表し, P ⊂ Rdを格子多面体, F(P)を Pの facet全
体の集合,そして vert(P)を Pの頂点全体の集合とする. さらに, Pは dimP = dを満たすとし,次
のファセット表示を持つとする:

各 F ∈ F(P)に対して P =
{
x ∈ Rd : nF(x) ⩾ −hF

}
, (1)

ここでそれぞれの高さ hFは整数で,各法線ベクトル nF ∈ (Zd)∗は原始的格子点, i.e. その各座標
成分の最大公約数が 1となる格子点とする.
CPを P上の錐とする,すなわち,

CP = R⩾0(P× {1}) =
{
(x,k) ∈ Rd+1 : 各 F ∈ F(P)に対して nF(x) ⩾ −khF

}
.



Pの Ehrhart環を次で定める,

A(P) = k[CP ∩ Zd+1] = k[txsk : k ∈ N , x ∈ kP ∩ Zd],

ここで tx = t
x1
1 · · · txd

d , x = (x1, . . . , xd) ∈ kP ∩ Zd. P の Ehrhart環は正規アファイン半群環
(従って Cohen–Macaulay)であることに注意. さらに, A(P)を各 x ∈ kP ∩ Zd に対して, 次数を
deg(txsk) = kで定めて得られるN-次数付き k-代数とする.

Definition 1.6. PがGorenstein (resp. nearly Gorenstein)とは, Ehrhart環A(P)がGorenstein
(resp. nearly Gorenstein)であることをいう.

別のアファイン半群環も定義する. Pのトーリック環を次で定義する.

k[P] = k[txs : x ∈ P ∩ Zd].

Pのトーリック環は標準的N-次数付き k-代数になる.
k[P] = A(P)は Pが integer decomposition propertyを持つことと同値であることが知られて

いる. ここで, Pが integer decomposition property (i.e. Pは IDP)を持つとは,全ての正整数 kと
全ての x ∈ kP ∩ Zdに対して,ある y1, . . . ,yk ∈ P ∩ Zdが x = y1 + · · ·+ ykを満たすようにとれ
ることをいう.
格子多面体または錐 σに対して,その相対内部を int(σ)とかく. このとき,

int(CP) =
{
(x,k) ∈ Rd+1 : 各 F ∈ F(P)に対して nF(x) > −khF

}
であることに注意する. さらに,

ant(CP) :=
{
(x,k) ∈ Rd+1 : 各 F ∈ F(P)に対して nF(x) ⩾ −khF − 1

}
とする. A(P)の正準加群と逆正準加群を次のように Pの言葉で表すことができる.

Proposition 1.7 ([HMP19, Proposition 4.1, Corollary 4.2]). A(P)の正準加群と逆正準加群はそれ
ぞれ次で与えられる:

ωA(P) =
⟨
txsk : (x,k) ∈ int(CP)∩ Zd+1⟩ , ω−1

A(P) =
⟨
txsk : (x,k) ∈ ant(CP)∩ Zd+1⟩ .

加えて, A(P)の a-不変量は Pの余次数に等しい, i.e.

a(A(P)) = −min
{
k ∈ Z⩾1 : int(kP)∩ Zd ̸= ∅

}
.

Definition 1.8. P ⊂ Rd を余次数 aの格子多面体とする. Pの床多面体と剰余多面体を次で定義
する:

⌊P⌋ := conv(int(P)∩ Zd), {P} := conv(ant(CP)1−a ∩ Zd).

⌊P⌋は conv(int(CP)1 ∩ Zd)に一致することに注意.

これらの多面体が本稿の nearly Gorenstein多面体の研究の中で中心的な役割を果たす. 格子多
面体 Pの余次数 aPも重要である. これは aP := min

{
k ∈ N : int(kP)∩ Zd ̸= ∅

}で定義される.

Example 1.9. 次で定義される多面体を考える.

P = conv {(1, 0), (2, 0), (3, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 3), (0, 2), (0, 1)} .

初めに, aP = 1であることに注意. 床多面体と剰余多面体は次のようになる:

⌊P⌋ = conv {(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2)} , {P} = conv {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)} .



Aと BをRdの部分集合とする. これらのMinkowski和は次で定義される:

A+B := {x+ y : x ∈ A,y ∈ B} .

2つの多面体 P ⊂ RdとQ ⊂ Reの直積を P×Q ⊂ Rd+eで表す.
P×Qは次のようにして多面体のMinkowski和と見なせる:

P ′ =

(p, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
e

) ∈ Rd+e : p ∈ P

 , Q ′ =

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d

,q) ∈ Rd+e : q ∈ Q

について,

P×Q = P ′ +Q ′となる. 逆に, 2つの多面体 P ′,Q ′ ⊂ Rdが次の条件を満たすとする: 各 i ∈ [d] :=

{1, . . . ,d}に対して, πi(P
′) = {0}または πi(Q

′) = {0}となる. ここで πi : Rd → Rは i-番目の座標
成分への射影. このとき P ′ +Q ′を 2つの多面体の積とみなすことができる.
最後に,双対多面体と反射的多面体を定義しておく.

Definition 1.10. P ⊂ Rdを多面体とする. その双対多面体を次で定義する:

P∗ :=
{
n ∈ (Rd)∗ : 各 x ∈ Pに対し, n(x) ⩾ −1

}
.

Pが反射的であるとは, Pと P∗がそれぞれZdと (Zd)∗に対して格子多面体であることをいう.

2 主結果

以下で主結果を述べる. 次の主結果は, 格子多面体が nearly Gorensteinになるための必要条件
と十分条件をそれぞれ与える.

Theorem 2.1. P ⊂ Rdを余次数 aの格子多面体とする.

1. Pが nearly Gorensteinならば, PはMinkowski分解 P = ⌊aP⌋+ {P}を持つ.

2. P = ⌊aP⌋+ {P}ならば,ある Kが存在し,任意の整数 k ⩾ Kに対して kPは nearly Gorenstein.

さらに, nearly Gorenstein多面体,そしてそのMinkowski分解に現れる床多面体と剰余多面体
のファセット表示に関して,以下のことが明らかになった:

Theorem 2.2. P ⊂ Rdを余次数 aの格子多面体とし, P = ⌊aP⌋+ {P}とすると,

⌊aP⌋ =
{
x ∈ Rd : 各 F ∈ F(P)に対して nF(x) ⩾ 1 − ahF

} であり,

{P} =
{
x ∈ Rd : 各 F ∈ F(P)に対して nF(x) ⩾ (a− 1)hF − 1

}
.

加えて,もし ⌊P⌋ ̸= ∅ならば {P}は反射的である.

Theorem 2.3. P ⊂ Rdを nearly Gorenstein多面体とする. このとき次を満たすような反射的多面
体Q ⊂ Rdが存在する:

P =
{
x ∈ Rd : 各 n ∈ ∂Q∗ ∩ (Zd)∗に対して n(x) ⩾ −hn

}
,

ここでhnは整数. さらにn ∈ vert(Q∗)によって定まる不等式は無駄がない. また, nearly Gorenstein
多面体のファセットの数は,ある dに依存する定数 C(d)以下になる.



頂点の座標が全て 0または 1であるような多面体を (0, 1)-多面体という. Nearly Gorenstein
(0, 1)-多面体についても新しい結果が得られた. この多面体の族は組合せ論的立場から生じ,ポセッ
トの順序多面体や, グラフィックマトロイドの基底多面体などが例になっている. 日比環や, 完全
グラフから生じる安定集合多面体の Ehrhart環などの具体的な (整分割性を持つ) (0, 1)-多面体の
nearly Gorenstein性についての先行研究 [HHS19, HS21, Miy22]の結果も包括した, より一般の
場合の (0, 1)-多面体に関する次の結果がわかった:

Theorem 2.4. Pを整分割性をもつ (0, 1)-多面体とする. このとき, Pが nearly Gorensteinであるこ
とと,あるGorenstein (0, 1)-多面体 P1, . . . ,Psで各 1 ⩽ i < j ⩽ sについて |aPi

− aPj
| ⩽ 1を満たす

ものが存在し, P = P1 × · · · × Psと書けることは同値.

上の定理の系として, nearly Gorensteinと levelの関係性について次もわかった.

Corollary 2.5. Pを IDPを持つ (0, 1)-多面体とする. k[P]が nearly Gorensteinならば levelである.
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