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概要

トーリック環の conic 因子的イデアルはその非可換 (クレパント) 特異点解消の構成などに応

用することができ, 様々な分野において非常に重要な役割を担う. 本講演では, 理想グラフから生

起するトーリック環である安定集合環に対し, その因子類群の元の中で conic 因子的イデアルの

同型類に対応するものの記述法と, ある特定のクラスの安定集合環に対する非可換クレパント特

異点解消の構成について紹介する.

本講演は [13]の内容に基づく.

1 導入

R を正規 Cohen-Macaulay整域，M を 0でない反射的 R 加群とする．EndR(M)が有限な大域

次元を持つとき，それを非可換特異点解消 (NCR)という．さらに，Rが Gorenstein環であるとし

て，EndR(M)が NCRで，極大 Cohen-Macaulay(MCM)R加群であるとき，それを非可換クレパ

ント特異点解消 (NCCR)という．NCRは, 例えば [1]など, 代数幾何だけでなく表現論の文脈でも

しばしば現れる重要な対象であり, NCCR は Van den Bergh([22]) によって導入された通常のクレ

パント特異点解消の非可換類似であって, その存在や導来同値かどうかなどについての様々な予想が

提起されている. 本講演では, 次に導入するトーリック環の NC(C)Rについて議論する.

d次元有理強凸多面錐 C ⊂ Rd に対し,

k[C ∩ Zd] := k[ta1
1 ta2

2 · · · tad

d | (a1, a2, . . . , ad) ∈ C ∩ Zd]

を C のトーリック環という. ただし, k は標数 0 の代数閉体とする. これは一般に正規 Cohen-

Macaulay 整域である. また, 正整数 k に対し, R
1
k := k[C ∩ 1

kZ
d] を自然に R 加群とみなしたと

き, R
1
k の直既約分解に現れる加群は conic因子的イデアルと呼ばれるものであることが知られてい

る ([4, 16]). これは Rの極大 Cohen-Macaulayな因子的イデアル (rank 1の反射的加群)であって,

様々な分野において良い役割を担っていることがわかっており, 上述した NC(C)Rの構成に応用さ

せることができる. 実際, k が十分大きいとき, EndR(R
1
k )は Rの NCRになることがわかっている
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([8, 17]). さらに, いくつかの conic因子的イデアルの直和から NCCRを構成することができ, 特に,

この手法によって構成される NCCRをトーリック NCCRという.

次のトーリック環はトーリック NCCRを持つということが知られている:

• 因子類群が Zである Gorensteinなトーリック環 ([22]);

• 因子類群が Z2 である Gorensteinな日比環 ([14]);

• 3次元 Gorensteinトーリック環 ([3, 12, 18]);

• quasi-symmetricなトーリック環 ([17])

• 多項式環の Segre積で Gorensteinであるもの ([11]);

• 完全多部グラフのエッジ環で Gorensteinであるもの ([9]).

これらの事実から, Gorensteinなトーリック環は常にトーリック NCCRを持つことが期待されるが,

因子類群が Z2 である 4次元のトーリック環で, トーリック NCCRを持たない例が存在することが

わかっている ([17, Example 9.1]). 従って, どのようなときにトーリック環がトーリック NCCRを

持つかどうかは自然で重要な問である.

また, この問を解決するために, 与えられたトーリック環の因子類群の中で conic因子的イデアル

(Cohen-Macaulay因子的イデアル) に対応する格子点を表す領域を決定することが必要になってく

る. 例えば, 以下のトーリック環はその領域の記述が与えられている:

• 因子類群が Z, または, Z2 であるトーリック環 ([20, 21]);

• 日比環 ([11]);

• weakly-symmetricなトーリック環 ([19]);

• 完全多部グラフのエッジ環で因子類群の階数が 4以下のもの ([9]).

一般に, この領域を決定するのも非常に困難な問題である.

本研究では, 因子類群がねじれ自由である一般のトーリック環において, conic因子的イデアルを表

す領域を記述するためのアイデアを与え, それを利用して理想グラフから生起する安定集合環と呼ば

れるトーリック環において, その領域を記述することに成功した. また, その結果を用いて, ある特定

の理想グラフのクラスにおいて, その安定集合環のトーリック NCCRを与えることに成功したので,

本講演ではそれらを紹介する.

2 準備

2.1 トーリック環の (conic)因子的イデアル

以下, 正整数 nに対し, [n] := {1, . . . , n}とする. v1, · · · , vn ∈ Zd で生成される d次元有理強凸多

面錐
τ = Cone(v1, · · · , vn) = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vn

を考える. ただし, d ≤ nで, v1, · · · , vn は τ の極小生成系, 各 vi について, 任意の 0 < ϵ < 1に対し

ϵvi /∈ Zd であるとする. 各 i ∈ [n]について, σi : Rd → Rを σi(x) := ⟨x, vi⟩で定め, σ : Rd → Rn



を σ(x) = (σ1(x), · · · , σn(x))で定める. さらに, τ の双対 τ∨ を

τ∨ = {x ∈ Rd : σi(x) ≥ 0, ∀i ∈ [n]}.

で定義する.

以下, Rは τ∨ のトーリック環とする. a = (a1, · · · , an) ∈ Rn に対し,

T(a) = {x ∈ Zd : σi(x) ≥ ai, ∀i ∈ [n]},

T (a)を T(a)に属する元 x = (x1, . . . , xd)に対応する単項式 tx1
1 tx2

2 · · · txd

d 全体で生成される R加群

とする. このとき, 次の事実が知られている (cf. [5, Section 4.F]):

• 任意の i ∈ [n]と x ∈ Zd に対し, σi(x) ∈ Zであるから, T (a) = T (⌜a⌝)が成立する. ただし,

⌜ ⌝は天井関数を表し, ⌜a⌝ = (⌜a1⌝, · · · , ⌜an⌝)とする.

• R加群 T (a)は Rの因子的イデアルであり, 逆に Rの因子的イデアルはこの形で書ける. この

ことから, 各 a ∈ Zn は Rの因子的イデアル T (a)と同一視できる.

• R の因子的イデアルの同型類は R の因子類群 Cl(R)の元と一対一対応する. さらに, a,a′ ∈
Zn に対し, T (a) ∼= T (a′)であることと, ある y ∈ Zd があって, ai = a′i + σi(y) (∀i ∈ [n])が

成立することが同値である. 従って, Cl(R) ∼= Zn/σ(Zd)となる.

ある x ∈ Rd があって, a = ⌜σ(x)⌝と書けるとき, T (a)を conic因子的イデアルという. 上述し

た事実から, conic 因子的イデアルの同型類は ⌜σ((−1, 0]d)⌝/σ(Zd) の元と一対一対応する. このよ

うにして, トーリック環の conic因子的イデアルを決定することができるが, 次の方法でも求めるこ

とが出来る.

Cl(R) ∼= Zr であると仮定し, 同型射 ϕ : Zn/σ(Zd) → Zr を固定する. 各 i ∈ [n] に対し,

βi := ϕ(ei)とし, これを Rのウエイトと呼ぶ. ただし, ei は Rn の i番目の単位ベクトルとする.

命題 1 (cf. [17, Section 10.6]). {a1β1 + · · ·+ anβn : 0 ≤ ai < 1, ∀i ∈ [n]} ∩ Zr の元は Rの conic

因子的イデアルの同型類と一対一対応する.

2.2 安定集合環

本講演で扱うグラフは全て有限単純グラフとする. グラフ Gに対し, V (G) = [d]を Gの頂点集合,

E(G)を Gの辺集合とする. 頂点集合の部分集合 S ⊂ V (G)について, 任意の S の 2頂点が辺で結

ばれていない (resp. 結ばれている)とき, S を Gの安定集合または, 独立集合 (resp. クリーク)とい

う. 空集合, 1点集合は安定集合とみなす.

グラフ Gに対し, 安定集合環 k[StabG]を次のように定義する:

k[StabG] = k

[ (∏
i∈S

ti

)
t0 : S は Gの安定集合

]
.

例 2. C4を長さ 4のサイクルとする. つまり, V (C4) = {1, 2, 3, 4}, E(C4) = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}}
である. このとき, C4 の安定集合は ∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 3}, {2, 4}となるので,

k[StabC4
] = k[t0, t1t0, t2t0, t3t0, t4t0, t1t3t0, t2t4t0].



安定集合環はグラフが理想グラフであるとき, 非常に良い性質を満たすことが知られている (理想

グラフの定義はここでは述べないが, グラフ理論において非常に重要なクラスである. 詳しくは [7,

Section 5.5]を参照されたい). 実際, グラフ Gを極大クリーク Q0, Q1, . . . , Qn を持つ理想グラフで

あるとき,

• k[StabG]は次の多面錐から生起するトーリック環と一致する ([6, Theorem 3.1]):

{x = (x1, · · · , xd+1) ∈ Rd+1 : σi(x) := xi ≥ 0, i ∈ [d+ 1],

σd+1+j(x) := xd+1 +
∑
k∈Q0

xk −
∑
l∈Qj

xl ≥ 0, j ∈ [n]}. (1)

• Cl(k[StabG]) ∼= Zn である ([10, Proposition 3.1]).

• k[StabG] が Gorenstein であることと G の極大クリークが同じ濃度を持つこと, つまり,

|Q0| = |Q1| = · · · = |Qn|であることが同値 ([15, Theorem 2.1]).

3 主結果

3.1 conic因子的イデアルの記述

まず, 一般のトーリック環 R の conic 因子的イデアルを決定するためのアイデアを与える.

β1, . . . , βn を 2章で定義したものとする. また, β̄1, . . . , β̄n′ を β1, . . . , βn の中で重複を除いたものと

し, i ∈ [n′] に対し, mi を β̄i の重複度とする. つまり, mi = |{j ∈ [n] : βj = β̄i}| とする. ここで,

W(R), W ′(R)を次のように定義する:

W(R) =

{
n∑

i=1

aiβi ∈ Rr : 0 ≤ ai < 1

}
=


n′∑
i=1

āiβ̄i ∈ Rr : 0 ≤ āi < mi

 .

W ′(R) =

{
n∑

i=1

aiβi ∈ Rr : 0 ≤ ai ≤ 1

}
=


n′∑
i=1

āiβ̄i ∈ Rr : 0 ≤ āi ≤ mi

 .

W ′(R)の方は凸多面体になっている. また, 命題 1より, W(R)∩Zr の元は Rの conic因子的イデア

ルの同型類と一対一対応する. 次の命題はそのファセット (余次元 1の面)を記述する方法を与える.

命題 3 (cf. [2, Propositon 2.2.2]). もし, n ∈ Zr \ {0}と β̄i1 , . . . , β̄ir−1 があって, β̄i1 , . . . , β̄ir−1 が

線形独立であり, 全ての j ∈ [r − 1]に対し, ⟨n, β̄ij ⟩ = 0が成り立つなら

F =

 ∑
⟨n,βi⟩>0

βi +
∑

⟨n,βi⟩=0

aiβi ∈ Rr : ai ∈ [0, 1]


はW ′(R)のファセットである. 逆に, W ′(R)の任意のファセットはこのようにして得られる.

この事実と次の補題を組み合わせることで, conic因子的イデアルに対応する領域を記述すること

が出来る.



補題 4. W(R) ∩ Zr = int(W ′(R)) ∩ Zr が成立する. ここで, int(W ′(R))はW ′(R)の内部を表す.

従って, あるm ∈ Z>0 と各 i ∈ [m]に対し, pi, qi ∈ Z>0, 各 i ∈ [m]と j ∈ [r]に対し, 整数 cij(ただ

し, ci1, . . . , cir の最大公約数は 1)があって,

W ′(R) =

(z1, . . . , zr) ∈ Rr : −qi − 1 ≤
r∑

j=1

cijzj ≤ pi + 1, ∀i ∈ [m]


と書けるなら,

W(R) ∩ Zr =

(z1, . . . , zr) ∈ Zr : −qi ≤
r∑

j=1

cijzj ≤ pi, ∀i ∈ [m]


と書ける.

以下, 理想グラフの安定集合環の conic因子的イデアルの記述を与える. Gは V (G) = [d]で, 極大

クリーク Q0, Q1, . . . , Qn を持つ理想グラフとする. v ∈ V (G)と有限多重集合 L ⊂ {0, 1, . . . , n}に
対し, mL(v) := |{l ∈ L : v ∈ Ql}|とおく. さらに, 2つの有限多重集合 I, J ⊂ {0, 1, . . . , n}に対し,

X+
IJ = {v ∈ V (G) : mIJ(v) > 0},　 X−

IJ = {v ∈ V (G) : mIJ(v) < 0}

とする. ただし, mIJ(v) = mI(v)−mJ(v)とする.

C(G)を次で定義する凸多面体とする:

C(G) =

{
(z1, · · · , zn) ∈ Rn :

−|J |+
∑

v∈X−
IJ

mIJ(v) + 1 ≤
∑
i∈I

zi −
∑
j∈J

zj ≤ |I|+
∑

v∈X+
IJ

mIJ(v)− 1

I, J ⊂ {0, 1, . . . , n}は有限多重集合で |I| = |J |, I ∩ J = ∅を満たす

}
.

ただし, z0 = 0とおく. この C(G)が k[StabG]の conic因子的イデアルを記述する.

定理 5. C(G) ∩ Zn の元と k[StabG]の conic因子的イデアルの同型類は一対一対応する.

注意 6. C(G)には無限個の不等式が現れているが, 実際に C(G)を定めている不等式は有限個のみ

である. 従って, C(G)はちゃんと凸多面体になっている. 必要になる不等式は命題 3とウエイトを

用いて決定出来る.

(1)と適切な同型射 ϕ : Cl(k[StabG]) → Zn を考えることで, k[StabG]のウエイトが次で与えられ
る: ウエイト β0, β1, . . . , βn+d は

βi =

{
ei if i ∈ {0, 1, . . . , n},∑n

j=0 1Qj
(i− n)ej if i ∈ {n+ 1, . . . , n+ d},

(2)

となる. ただし, e0 = −e1 − · · · − en とし, 1Qj
を Qj の定義関数とおく.



例 7. Γを, {1, . . . , 7}を頂点集合とし,

E(Γ) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.

を辺集合とするグラフとする (図 1).

1

2

3

4

5

6

7

図 1: グラフ Γ

このとき, Γは 6つの極大クリーク

Q0 = {1, 2, 3}, Q1 = {2, 3, 4}, Q2 = {2, 4, 5}, Q3 = {3, 4, 6}, Q4 = {4, 5, 6}, Q5 = {5, 6, 7}

を持つ理想グラフである. このグラフの安定集合環のウエイトは (2)より,

{β̄1, . . . , β̄n′} = {(−1,−1,−1,−1,−1), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0),

(0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1), (0, 0,−1,−1,−1), (0,−1, 0,−1,−1),

(1, 1, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1, 1)}

となり, n = (2,−1,−1, 0, 1) とすれば命題 3 の条件を満たすので, ここから不等式が誘導される

(つまり, n がファセットの法線ベクトルになるように I, J を決められる). 実際, I = {1, 1, 5},
J = {0, 2, 3}とすれば,

mIJ(1) = −1, mIJ(2) = mIJ(3) = mIJ(4) = mIJ(5) = mIJ(6) = 0, mIJ(7) = 1.

であるから, X+
IJ = {7}, X−

IJ = {1}である. 従って, 次の不等式を得る:

−3 ≤ 2z1 + z5 − z2 − z3 ≤ 3.

3.2 安定集合環のあるクラスの NCCRの構成

整数 n ≥ 2 と正整数 r1, . . . , rn に対し, Gr1,...,rn を, V (Gr1,...,rn) = [2d] を頂点集合とし,

E(Gr1,...,rn) =
∪n

i=0

{
{v, u} : v, u ∈ Qi

}
を辺集合とするグラフとする. ただし, d =

∑n
k=1 rk,

Q0 = {d+ 1, . . . , 2d}とし, 各 i ∈ [n]に対して,

Q+
i =

{
i−1∑
k=1

rk + 1, . . . ,

i∑
k=1

rk

}
, Q−

i =

{
d+

i−1∑
k=1

rk + 1, . . . , d+

i∑
k=1

rk

}
, Qi = Q+

i ∪
(
Q0 \Q−

i

)
と定める. Q+

i = Qi \Q0, Q
−
i = Q0 \Qi となることに注意せよ.
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図 2: グラフ G1,1,1
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図 3: グラフ G1,1,1,1

例 8. G1,1,1 と G1,1,1,1 はそれぞれ図 2, 図 3のようになる.

G1,1,1 は {1, 2, 3}, {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}を極大安定集合として持つので,

k[StabG1,1,1
] = k[t0, t1t0, t2t0, . . . , t6t0, t1t2t0, t1t3t0, t2t3t0, t1t2t3t0, t1t4t0, t2t5t0, t3t6t0].

となる.

このグラフ Gr1,...,rn は次の性質を満たす:

命題 9. (i) Gr1,...,rn の極大クリークはちょうど Q0, Q1, . . . , Qn である.

(ii) S ⊂ V (Gr1,...,rn) が Gr1,...,rn の極大安定集合であることと, 各 i ∈ [n] について, vi ∈ Q+
i ,

v′i ∈ Q−
i があって, S = {vi, v′i}, または, S = {v1, . . . , vn}となることが同値.

(iii) Gr1,...,rn は理想グラフ.

(iv) k[StabGr1,...,rn
]は Gorensteinで, Cl(k[StabGr1,...,rn

]) ∼= Zn である.

(v) C(Gr1,...,rn) = {(z1, · · · , zn) ∈ Rn : −ri ≤ zi ≤ ri, ∀i ∈ [n]}である.

以下の定理が上で定義したグラフの安定集合環のトーリック NCCRの構成を与えるものである:

定理 10. Lを

L = {(z1, · · · , zn) ∈ Zn : 0 ≤ zi ≤ ri, i ∈ [n]} ⊂ C(Gr1,...,rn) ∩ Zn

で定める. また χ ∈ Zn に対し, Mχ を χに対応する因子的イデアルとし, ML :=
⊕

χ∈L Mχ とする.

このとき, E = EndR(ML)は R = k[StabGr1,...,rn
]の NCCRである. 特に, k[StabGr1,...,rn

]はトー

リック NCCRを持つ.
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