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概要
二次元多重配置に付随する対数的ベクトル場のなす加群は常に，斉次な基底をもつ階数 2の自
由加群であり，さらにその次数の組は基底の選び方に依らず，「指数」と呼ばれている．
本講演では，現在解決していない中で最も単純と考えられる「B2 型の配置」というものに絞
り，指数の決定に関して [9] において M. Wakefield, S. Yuzvinsky の両氏によって考察された
行列が役に立つことを紹介する．さらに，この研究から発展したものとして北海道大学の沼田泰
英教授との共同研究である [5]がある．最後にこの論文の主定理についても紹介する．

1 導入
本章では，超平面配置に関する重要な定義をいくつか述べるとともに，本研究の動機付けを与える

ことにする．
K を一般の体，l を正の整数とする．l 次元ベクトル空間 V = Kl 中の余次元 1 のアフィン

空間を超平面と言い，この超平面の有限個の集合を l 次元超平面配置と呼ぶ．l 次元超平面配置
A = {H1,H2, · · · ,Hn} に対して，S = Sym(V ∗) = K[x1, x2, · · · , xl] 中の一次多項式 αi と体 K
の元 ci を Hi = {x ∈ V | αi(x) − ci = 0} が成り立つように選び，定義多項式 Q = Q(A) を
Q(A) =

∏n=|A|
i=1 (αi − ci)で定義する.

全ての超平面が原点を通る配置を特に中心的な配置と呼び，さらに全ての超平面の交わりが原点で
あるとき，この配置は本質的であると呼ぶ．中心的な l次元超平面配置A = {H1,H2, · · · ,Hn}に対
して，対数的ベクトル場のなす加群 D(A)を K線形な S 導分作用素全体のなす加群 Der(S)の部分
加群として，以下のように定義する．

定義 1.1. Der(S) = {
∑l

i=1 fi∂xi
| fi ∈ S} を S 上の微分作用素からなる S 加群とする．自然に次

数を考えることで，Der(S)は次数付き S 加群となっている．すなわち，θ =
∑l

i=1 fi∂xi
∈ Der(S)

と表された微分作用素 θ について，全ての iに対して fi ∈ S が次数 dの斉次多項式のとき θ は次数
dの斉次元であると定義する．

例 1.2. Der(S) = K[x1, x2, x3]について (つまり l = 3のとき)，θ = x1∂x1
+ x2∂x2

+ x3∂x3
は次

数 1の斉次元である．

定義 1.3 (対数的ベクトル場のなす加群). 中心的な l 次元超平面配置 A = {H1,H2, · · · ,Hn}に対
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して，D(A) = {θ ∈ Der(S) | ∀i, θ(αi) ∈ αiS} で対数的ベクトル場のなす加群を定義する. これは
Der(S)の次数付き部分加群である．

以降，この記事を通して超平面配置は常に中心的かつ本質的であるとする．対数的ベクトル場のな
す加群がもつ性質をいくつか述べる．

定理 1.4. l次元超平面配置 Aに対して，D(A)は S 加群として階数 lである. すなわち，S 加群M

を S \ {0}で局所化したものをM(0) と書くとして，D(A)(0) ∼= S⊕l
(0) が成り立つ. 特に，D(A)が自

由 S 加群ならば D(A) ∼= S⊕l である.

対数的ベクトル場のなす加群は S 上自由加群とは限らない．そこで，D(A)が自由加群であるとき
超平面配置 Aは自由，または自由配置であると呼ぶことにする．実は，D(A)が自由 S 加群である
とき，その基底は斉次に取ることができ，次のように指数という概念が well-definedに定義される．

定義 1.5. l 次元超平面配置 A = {H1,H2, · · · ,Hn}が自由であるとき，D(A)の基底は斉次にとる
ことができ，その次数の組合せは斉次基底の取り方に依らない ([6])．この l個の非負整数の組を指数
(exponents)と定義し，exp(A)と書く．

自由性を判定する上で非常に重要なものとして，以下に述べる齋藤の判定法がある．

定義 1.6 (齋藤行列). l 次元超平面配置 A，l 個の微分作用素の集合 {θ1, θ2, · · · , θl} ⊂ Der(S)に対
して，M = M(θ1, θ2, · · · , θl) = (θi(xj))1≤i,j≤l で定義された行列M を齋藤行列と呼ぶ.

定理 1.7 (齋藤の判定法 [7]). l次元超平面配置Aと l個の斉次な微分作用素の集合 {θ1, θ2, · · · , θl} ⊂
D(A)に対して, 以下は同値．

(1) {θ1, θ2, · · · , θl}は D(A)の S 上の基底をなす．特に，Aは自由配置である．
(2) {θ1, θ2, · · · , θl}は S 上一次独立であり，∑l

i=1 deg(θi) = |A|が成り立つ.

(3) c ∈ K \ {0}が存在し，det(M) = c ·Q(A)となる．

加群D(A)が代数的に定義された事と対照的に，配置中の超平面の交わり方の情報から特性多項式
と呼ばれる対象が定義される．

定義 1.8. l次元超平面配置 A = {H1,H2, · · · ,Hn}に対して，L(A) = {
⋂

Hi | Hi ∈ B,B ⊂ A}を
Aの交差束と呼ぶ. ただし，B = ∅のとき，⋂

Hi∈B Hi = V = Kl と定義する．すると，交差束に通
常の包含関係の逆の大小関係を入れることで L(A)は V を最小限とする半順序集合とみなせる．す
なわち，X ⊂ Y ∈ L(A)に対して X ≥ Y と定める．

定義 1.9. V = Kl 中の超平面配置 Aに対して，次のように関数 µ : L(A) → Zを定める．

µ(X) =

{
1 (X = V )
−
∑

X>Y≥V µ(Y ) (X > V )
.

帰納的に定義されるこの関数を A に関するメビウス関数と呼ぶ．さらにメビウス関数を用いて，
χ(A, t) =

∑
X∈L(A) µ(X)tdim(X) で定義される多項式を特性多項式と呼ぶ．



注意 1.10. 超平面配置Aについて，χ(A, 1) =
∑

X∈L(A) µ(X) = µ({0})+
∑

X∈L(A)\{0} µ(X) = 0

より，χ(A, t)は (t− 1)で割り切れる．

超平面配置の自由性と配置の交わり方の情報を繋ぐものとして，次の定理がある．

定理 1.11 (寺尾の分解定理 [8]). l 次元超平面配置 Aが指数 exp(A) = (e1, e2, · · · , el)をもつ自由
配置であるとき，χ(A, t) =

∏l
i=1(t− ei)が成り立つ．

しかし，この逆は成り立たない．すなわち，特性多項式が一次式に因数分解できるが，自由でない
配置は存在する ([4])．これに関連して，以下の重要な未解決予想がある．

予想 1.12 (寺尾予想). 超平面配置 Aの自由性は組合せ論的な情報 L(A)のみから定まる．つまり，
自由な配置 B に対して，半順序集合として L(A) ∼= L(B)ならば Aは自由配置である．

上記の予想を解決するために様々なアプローチがされており，その内の一つに，超平面配置の拡張
とみなせる多重配置と呼ばれる対象の研究があげられる．

定義 1.13 (多重配置). l 次元超平面配置 A = {H1,H2, · · · ,Hn}に対して，関数 m : A → Z>0 を
A上の重複度と呼び，超平面配置と重複度との組 (A,m)を l 次元の多重配置と呼ぶ．なお，重複度
mに対して，m(Hi) = mi ∈ Z>0 のときm = (m1,m2, · · · ,mn) ∈ Z⊕n

>0 と表記し，さらに重複度の
和を |m| =

∑n
i=1 mi で，定義多項式 Q = Q(A,m)を Q(A,m) =

∏n=|A|
i=1 αi

mi で定義する.

以降は多重配置と区別して，これまで超平面配置と呼んでいたものを単配置と呼ぶことにする．す
なわち，超平面の有限集合を単配置，単配置と重複度との組を多重配置と呼ぶ．単配置のときと同様
にして，多重配置に対しても以下のような概念が定義できる．

定義 1.14. l 次元多重配置 (A,m) に対して，対数的ベクトル場のなす加群を D(A,m) = {θ ∈
Der(S) | ∀i, θ(αi) ∈ αmi

i S}で定義する. D(A,m)は次数付き S 加群であり，S 加群として階数 lで
ある.

定義 1.15. l次元多重配置 (A,m)に対して，D(A,m)が自由 S 加群であるとき，多重配置 (A,m)

は自由であると呼ぶ．

定義 1.16. l次元多重配置 (A,m)が自由であるとき，D(A,m)の基底は斉次にとることができ，そ
の次数の組合せは斉次基底の取り方に依らない．この l 個の非負整数の組を指数 exp(A,m) と定義
する．

以下は齋藤の判定法の多重配置版である．

定理 1.17 (齋藤の判定法 [11]). l 次元多重配置 (A,m) と l 個の斉次な微分作用素の集合
{θ1, θ2, · · · , θl} ⊂ D(A,m)に対して, 以下は同値．

(1) {θ1, θ2, · · · , θl}は D(A,m)の S 上の基底をなす．特に，(A,m)は自由である．
(2) {θ1, θ2, · · · , θl}は S 上一次独立であり，∑l

i=1 deg(θi) = |m|が成り立つ.

(3) c ∈ K \ {0}が存在し，det(M) = c ·Q(A,m)となる．



多重配置に関するこれらの定義について，m(1) = (1, 1, · · · , 1)とすると多重配置 (A,m(1))に対し
ては単配置と同様となり，このようにして多重配置は単配置の拡張であるとみなせる．
単配置 (超平面配置)の自由性は例えば以下のように多重配置の指数と関係していることが分かっ

ており，この意味で多重配置の指数を研究することは重要な意味がある．

定理 1.18 (Ziegler 制限 [11]). l 次元単配置 A について，A は自由で exp(A) = (1, d2, · · · , dl) と
する．このとき，H ∈ A に対して，l − 1 次元単配置 AH = {H ∩ K | K ∈ A \ {H}} と重複度
mH(X) = |{K ∈ A \ {H} | H ∩K = X}| との組で定義される l − 1次元多重配置 (AH ,mH)を考
えると，(AH ,mH)は exp(A,m) = (d2, · · · , dl)を満たす自由多重配置となる．

定理 1.19 (吉永の判定法 [10]). 3次元単配置Aについて，特性多項式を χ(A, t) = (t−1)(t2−b1t+b2)

とおく．H ∈ Aに対して，exp(AH ,mH) = (d2, d3)とした時，Aが自由であることと b2 = d2d3 が
成り立つことが同値である.

実は，二次元多重配置は常に自由であることが知られており，さらに齋藤の判定法 (定理 1.17)か
ら，二次元多重配置の指数を決定することは指数の差を決定することと同値だと分かる．そこで，次
の定義を設ける．

定義 1.20. 二次元多重配置 (A,m) について，exp(A,m) = (e1, e2) のとき，指数の差を
| exp(A,m)| = | exp | = |e1 − e2|で定義する．

重複度に関して，以下のように balanced, not balancedという重要な分類がある．

定義 1.21. 重複度m = (m1,m2, · · · ,mn)について, 任意の iに対してmi ≤ |m| −mi − 1が成り
立つとき，mは balanced であるという．反対に，balancedでない重複度のことを not balanced

であるという．

not balancedな重複度をもつ二次元多重配置に関しては，以下のように指数が決定されている．

定理 1.22 ([9]). not balancedな重複度mに対して，mk = max{mi | mi ∈ m = (m1,m2, · · · ,mn)}
とする．このとき，二次元多重配置 (A,m)の指数は exp(A,m) = (|m| −mk,mk)となる.

一方 balancedな多重配置の指数の決定については，大変役に立つ定理として以下がある．

定理 1.23 ([2]). Aを標数ゼロの体上の 2次元ベクトル空間中の超平面配置，mを A上の balanced

な重複度とする. このとき，多重配置 (A,m)の指数の差は |A| − 2以下となる.　

系 1.24. A を |A| = 3 を満たす超平面配置とする．このとき，多重配置 (A,m) について
| exp(A,m)| ≤ |A| − 2 = 1なので，定理 1.17より

| exp(A,m)| =
{

0 (|m| ∈ 2Z)
1 (|m| ∈ 2Z+ 1).

指数が自明でない多重配置として，もととなる単配置が 4 本の直線からなる二次元多重配置があ
る．本研究では特に，B2 型のコクセター配置と呼ばれる配置に絞って指数の決定について考察する．
B2 型のコクセター配置を定義する前に，二次元多重配置の場合についていくつか確認をしてお



く．K を標数ゼロの体とする (以降，本研究では標数ゼロの体上についてのみ考える)．このとき，
S = K[x, y] を変数 x, y 上の二変数多項式環，Der(S) = {f∂x + g∂y | f, g ∈ S} を S 上の微分作用
素からなる S 加群とする．自然に次数を考えることで，Der(S) は次数付き S 加群とみなせたので
あった．それでは，この章の終わりとして B2 型のコクセター配置の定義を行う.

定義 1.25. α1 = x, α2 = y, α3 = x− y, α4 = x+ y に対して, A = {Ker(αi) ⊂ K2 | i = 1, 2, 3, 4}
で定義される二次元配置 A を B2 型のコクセター配置と呼ぶ. 言い換えると，定義多項式 Q(A) =

xy(x − y)(x + y)で表される単配置のことである．以降，本記事では Aという記号で常に B2 型の
コクセター配置を表すことに注意する．

2 主定理
この章では，指数の差に関する以下の主定理の証明を与える．

定理 2.1 (主定理). B2型のコクセター配置A上の balancedな重複度m = (m1,m2,m3,m3)につい
て，(m1,m2 ∈ 2Z+1かつ |m| ∈ 4Z+2)または (m1,m2 ∈ 2Zかつ |m| ∈ 4Z)または (m1,m2 ∈ 2Z
かつ |m| ∈ 4Z+ 2)ならば，| exp(A,m)| = 0である．

以降，[9] で導入された行列を用いて主定理の証明を行う. 便宜上，[9] で定義された行列を
Wakefield-Yuzvinsky行列MWY と呼ぶことにするが，今回は B2 型のコクセター配置 Aに限って
この行列を定義する．
条件を満たす多重配置 (A,m)について，| exp(A,m)| = 2となる必要条件を考えたい.

e := 1
2 |m| − 1, ∃θ = xm1f(x, y)∂x− ym2g(x, y)∂y ∈ D(A,m)e と仮定する. このとき，

∃h(x, y) ∈ K[x, y] s.t. θ(x− y) = h(x, y)(x− y)m3

⇔ xm1(Σfjx
e−m1−jyj) + ym2(Σgkx

e−m2−kyk) = (x− y)m3(Σhix
e−m3−iyi) (fj , gk, hi ∈ C).

y = 1を代入し，さらに等式の両辺を xでm3 − 1回偏微分することで次の関係式を得る.

0 ≦ ∀k ≦ m3 − 1,
∑e−m1

j=0 fj
(e−j)!

(e−j−k)! +
∑e−m2

j=0 gj
(e−m2−j)!

(e−m2−j−k)! = 0.

同様に θ を x + y に作用させた場合も考えることで，fj , gj に関する連立方程式から次のように
2m3 次正方行列MWY (m)を定義する．

定義 2.2. A上の重複度mに対して，

MWY (m) = MWY :=

(
Vf Vg

Wf Wg

)
で定義される行列をWakefield-Yuzvinsky行列と呼ぶ．ここで，Vf , Vg,Wf ,Wg はそれぞれ

• Vf (k, j) =
(e−j)!

(e−j−k)! , Vg(k, j) =
(e−m2−j)!

(e−m2−j−k)! ,

• Wf (k, j) =
(e−j)!

(e−j−k)! (−1)e−j−k,Wg(k, j) =
(e−m2−j)!

(e−m2−j−k)! (−1)e−m2−j−k+1

を成分とする Vf ,Wf : m3 × (e −m1 + 1) 行列, Vg,Wg : m3 × (e −m2 + 1) 行列であり，これは
(e−m1 + 1) + (e−m2 + 1) = 2e+ 2−m1 −m2 = 2m3 を満たす．



つまり, WY 行列の左半分 (f -part) に関して, Vf ,Wf は対応する各要素の絶対値が等しく，
Wf (1, 1) = (−1)e · Vf (1, 1)が成り立つ (g-partについても同様の関係式が分かる). 定義より，この
行列は (| exp | = 2) ⇒ (detMWY = 0)を満たすので，detMWY ̸= 0を示すことで主定理が証明で
きた事になる.

例 2.3 (m = (3, 5, 5, 5)について).

MWY (3, 5, 5, 5) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 7 6 5 4 3 3 2 1 0
56 42 30 20 12 6 6 2 0 0
336 210 120 60 24 6 6 0 0 0
1680 840 360 120 24 0 0 0 0 0
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
−8 7 −6 5 −4 3 −3 2 −1 0
56 −42 30 −20 12 −6 6 −2 0 0

−336 210 −120 60 −24 6 −6 0 0 0
1680 −840 360 −120 24 0 0 0 0 0


.

主定理の証明には以下の一般のロンスキー行列に関する補題を用いる．

定義 2.4. 区間 I 上 n− 1回まで微分可能な n個の実関数 f1, f2, . . . , fn について，ロンスキー行列
式W (f1, f2, . . . , fn)は

W (f1, f2, . . . , fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′
1(x) f ′

2(x) · · · f ′
n(x)

...
...

. . .
...

fn−1
1 (x) fn−1

2 (x) · · · fn−1
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
で定義される I 上の関数である．

補題 2.5 ([9]). λi が全て異なる非負整数であるパワー関数 {xλ1 , xλ2 , ..., xλk}について，そのロン
スキー行列式は次数∑k

j=1 λj −
∑k−1

r=1 r, 係数 (−1)⌊
k
2 ⌋

∏
1≤i≤j≤k(λi − λj) の xの単項式になる.

主定理の証明. 以下の (a),(b),(c)の 3パターンに分けて detMWY ̸= 0を示す.

(a) m1,m2 ∈ 2Z+ 1かつ |m| ∈ 4Z+ 2のとき
e := |m|

2 − 1 ∈ 2Z ⇒ e−m1 + 1, e−m2 + 1 ∈ 2Zであるので，行基本変形により

MWY =

(
Vf Vg

Wf Wg

)
～

(
0 ∗ 0 · · · ∗ 0 ∗ 0 · · · ∗
∗ 0 · · · ∗ 0 ∗ 0 · · · ∗ 0

)
.

上半分のm3 × 2m3 行列 (V -part),下半分のm3 × 2m3 行列 (W -part)はそれぞれ，
ゼロベクトルでない列ベクトルがちょうどm3 個存在し，そのm3 個のベクトルを取り出すと，
上半分；{xe−1, xe−3, ..., xm1 , xe−m2−1, xe−m2−3, ..., x2, 1},
下半分；{xe, xe−2, ..., xm1+1, xe−m2 , xe−m2−2, ..., x3, x}
からなるロンスキー行列に x = 1を代入したものとなる.よって補題 2.5から, 上半分・下半分の
行列はそれぞれ rankが m3 の行列であり，またそれぞれの行列から取り出した行ベクトルは明
らかに一次独立であるので，detMWY ̸= 0，すなわち | exp | = 0を得る．



以下の (b),(c)についても同様に示すことが出来る.

(b) m1,m2 ∈ 2Zかつ |m| ∈ 4Zのとき
e := |m|

2 − 1 ∈ 2Z+ 1 ⇒ e−m1 + 1, e−m2 + 1 ∈ 2Zであるので，行基本変形により

MWY =

(
Vf Vg

Wf Wg

)
～

(
∗ 0 · · · ∗ 0 0 ∗ 0 · · · ∗
0 ∗ 0 · · · ∗ ∗ 0 · · · ∗ 0

)
.

上半分のm3 × 2m3 行列 (V -part),下半分のm3 × 2m3 行列 (W -part)はそれぞれ，ゼロベクト
ルでない列ベクトルがちょうどm3 個存在し，そのm3 個のベクトルを取り出すと，
上半分；{xe, xe−2, ..., xm1+1, xe−m2−1, xe−m2−3, ..., x2, 1},
下半分；{xe−1, xe−3, ..., xm1 , xe−m2 , xe−m2−2, ..., x3, x}
からなるロンスキー行列に x = 1を代入したものとなる.よって (a)の場合と同様の議論を行っ
て，detMWY ̸= 0，すなわち | exp | = 0を得る．

(c) m1,m2 ∈ 2Zかつ |m| ∈ 4Z+ 2のとき
e := |m|

2 − 1 ∈ 2Z ⇒ e−m1 + 1, e−m2 + 1 ∈ 2Z+ 1であるので，行基本変形により

MWY =

(
Vf Vg

Wf Wg

)
～

(
0 ∗ 0 · · · 0 ∗ 0 ∗ · · · ∗
∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ 0 · · · 0

)
.

上半分のm3 × 2m3 行列 (V -part),下半分のm3 × 2m3 行列 (W -part)はそれぞれ，
ゼロベクトルでない列ベクトルがちょうどm3 個存在し，そのm3 個のベクトルを取り出すと，
上半分；{xe−1, xe−3, ..., xm1+1, xe−m2 , xe−m2−2, ..., x2, 1},
下半分；{xe, xe−2, ..., xm1 , xe−m2−1, xe−m2−3, ..., x3, x}
からなるロンスキー行列に x = 1を代入したものとなる.よって (a)の場合と同様の議論を行っ
て，detMWY ̸= 0，すなわち | exp | = 0を得る．

以上で主定理の証明が終わった.

上記の証明中の基本変形を，前述した例 2.3について追ってみる. なお，もちろんこれは証明の (a)

の場合に該当する.



例 2.6 (m = (3, 5, 5, 5)について).

MWY (3, 5, 5, 5) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 7 6 5 4 3 3 2 1 0
56 42 30 20 12 6 6 2 0 0
336 210 120 60 24 6 6 0 0 0
1680 840 360 120 24 0 0 0 0 0
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
−8 7 −6 5 −4 3 −3 2 −1 0
56 −42 30 −20 12 −6 6 −2 0 0

−336 210 −120 60 −24 6 −6 0 0 0
1680 −840 360 −120 24 0 0 0 0 0



～



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 7 6 5 4 3 3 2 1 0
56 42 30 20 12 6 6 2 0 0
336 210 120 60 24 6 6 0 0 0
1680 840 360 120 24 0 0 0 0 0
2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

−16 0 −12 0 −8 0 −6 0 −2 0
112 0 60 0 24 0 12 0 0 0
−672 0 −240 0 −48 0 −12 0 0 0
3360 0 720 0 48 0 0 0 0 0



～



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 7 6 5 4 3 3 2 1 0
56 42 30 20 12 6 6 2 0 0
336 210 120 60 24 6 6 0 0 0
1680 840 360 120 24 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
8 0 6 0 4 0 3 0 1 0
56 0 30 0 12 0 6 0 0 0
336 0 120 0 24 0 6 0 0 0
1680 0 360 0 24 0 0 0 0 0



～



0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 7 0 5 0 3 0 2 0 0
0 42 0 20 0 6 0 2 0 0
0 210 0 60 0 6 0 0 0 0
0 840 0 120 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
8 0 6 0 4 0 3 0 1 0
56 0 30 0 12 0 6 0 0 0
336 0 120 0 24 0 6 0 0 0
1680 0 360 0 24 0 0 0 0 0


.

注意 2.7. m1,m2 ∈ 2Z + 1かつ |m| ∈ 4Zのときはこの議論は行えない. 次章で述べるように，こ
のとき指数の差は 2となっている ([5])．



3 D(A,m)の基底について，[5]の紹介
この章では，前章で述べた主定理に関する研究から発展した [5]中の主結果を紹介する．まず，主

定理の要となる作用素 θm ∈ Der(S)を定義する．

定義 3.1. m1,m2 ∈ 2Z+ 1, |m| ∈ 4Zをみたす重複度m = (m1,m2,m3,m3)を考え，d := |m|
2 − 1

と定める. このとき，fm, gm, θm を次で定義する.

fm = xm1 ·

d−m1
2∑

i=0

(−1)i
(m1 +m2 − d)(m1 +m2 − d+ 2) · · · (m2 − 2− 2i)

(d−m1 − 2i)!!(d− 2i)!!(2i)!!
xd−m1−2iy2i,

gm = ym2 ·

d−m2
2∑

i=0

(−1)i+m3
(m1 +m2 − d)(m1 +m2 − d+ 2) · · · (m1 − 2− 2i)

(d−m2 − 2i)!!(d− 2i)!!(2i)!!
x2iyd−m2−2i,

θm = fm∂x − gm∂y.

ただし，d−m1

2 < 0, d−m2

2 < 0のとき, それぞれ fm = 0, gm = 0と定義する．

注意 3.2. 上記の定義中の重複度 mについて，今，|m| ∈ 4Z ⊂ 2Zなので, d−mi

2 = 1
2 ((

|m|
2 − 1)−

mi) ≥ 0 ⇐⇒ 2mi ≤ |m| − 1が成り立つ. よって，balancedの定義 1.21より, mが balancedなら
ば d−mi

2 ≥ 0である.

次が [5]における主定理である．

定理 3.3 ([5]–Theorem 3.3). 重複度 m = (m1,m2,m3,m3) が m1,m2 ∈ 2Z + 1, |m| ∈ 4Z
を満たすとする. もし任意の i に対して 2mi ≤ |m| + 2 が成り立つならば, θm ∈ D(A,m), かつ
exp(A,m) = ( |m|

2 −1, |m|
2 +1)である. さらにmが balancedのとき, m′′ = (m1+2,m2+2,m3,m3)

を考えることで D(A,m)は θm, θm′′ を基底に持つ.

さらに，指数に関する次の系がある．もちろん，この系の (2)は本記事の主定理にあたり，証明は
定理 3.3と [3]の理論を使う．

系 3.4. balancedな重複度m = (m1,m2,m3,m4) が |m2 −m1| ≥ m4 −m3 ≥ 0かつ |m| ∈ 2Zを
満たすとする. このとき，

(1) m4 = m3, m1,m2 ∈ 2Z+ 1, |m| ∈ 4Z =⇒ exp(A,m) = (d− 1, d+ 1)

(2) m4 = m3, かつ (1)を満たさない =⇒ exp(A,m) = (d, d)

(3) m4 = m3 + 1 =⇒ exp(A,m) = (d, d)

(4) m4 = m3 + 2, m1,m2 ∈ 2Z+ 1 =⇒ exp(A,m) = (d, d).

注意 3.5. これは，m3 が十分大きいときに [1]で証明されていた．また，[5]ではこのいくつかの場
合について D(A,m)の基底が明示的に書けている．
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