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概 要
本稿では，藤田優臨界の非線形項を持つ複素Ginzburg–Landau（CGL）型方程式の初期値

問題に対する時間大域解の漸近挙動を考察する．CGL型方程式の線形主要部に付随する半群
（CGL半群）の積分表示と時空両変数に関するTaylor展開を基礎とした直接計算によって，時
間大域解の明示的な高次漸近展開を導出する．さらに，漸近展開に対する剰余項の減衰評価を
導出し，その最良性を初期値と非線形項のモーメントによって特徴付ける．尚，本稿は小澤徹
教授（早稲田大学）との共同研究 [16]に基づく．

1 導入
本稿では，次の複素Ginzburg–Landau（CGL）型方程式の初期値問題に対する時間大域解の漸

近挙動を考える： ∂tu− ν∆u = f (u) , (t, x) ∈ (0,+∞)× Rn,

u (0) = u0, x ∈ Rn.
(P)

但し，u : [0,+∞) × Rn → Cは未知函数，u0 : Rn → Cは t = 0で与えられた初期値，ν ∈ Cは
Re ν > 0なるパラメータである．さらに，f : C → Cは単独冪乗型の非線形項で，ある p ∈ (1,+∞)，
λ ∈ C \ {0}を用いて，

f (u) = λup, λ |u|p−1 u, λ |u|p

のいずれかで表されるものとする．
通常，複素Ginzburg–Landau（CGL）方程式は µ ≥ 0，Reλ < 0とした

∂tu− ν∆u = µu+ λ |u|p−1 u

を指し，超伝導やパターン形成など様々な自然現象を記述する [1]．また，CGL方程式は指数膨張
する宇宙（de Sitter宇宙）などの一様等方的な時空間に於けるスカラー場方程式の非相対論的極
限として導出されることも知られている [18]．このように，CGL方程式は物理学に於いて重要な
方程式の一つである．また，CGL方程式に於いて Im ν = Imλ = µ = 0かつ未知函数を実数値と
すると非線形熱方程式（放物型），いわゆる藤田型方程式になり，Re ν = Reλ = µ = 0とすると
非線形 Schrödinger方程式（分散型）になる．このことから，CGL方程式は放物性と分散性の相
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互作用を記述する中間方程式と見做すことができる．このような物理的・数学的意義から，CGL

方程式は放物型及び分散型の両方の観点から様々な文献で考察されている（cf. 時間局所・大域適
切性：[21]，粘性消滅極限：[17]，解の有限時間爆発：[2]）．また，近年では藤田型方程式に対する
複素数値解も注目を集めている（cf. [3]）．尚，複素スカラー場及び分散性の影響で，CGL方程式
の解析では非線形熱方程式の解析で基礎となる最大値原理や比較原理が無効となることに注意す
る必要がある．
本研究では，CGL方程式に於いて µ = 0とし，非線形項を一般化した CGL“型”方程式を考え

る．特に，CGL型方程式の初期値問題 (P)に対する時間大域解の長時間挙動に焦点を当てる．藤
田型方程式の場合と同様に，CGL型方程式に対する解の挙動は非線形項の冪の指数 pと空間次元
nのみから定まる指数（藤田指数）1 + 2/nの大小関係によって大きく変化することが知られてい
る．実際，[5]は藤田劣臨界 p < 1 + 2/n（正確には 0 < 1 + 2/n− p� 1）の場合に，[6]は藤田臨
界 p = 1 + 2/nの場合に，f (u) = λ |u|p−1 uかつ

Re

(
λ |ν|n−

n
2
(p−1)

((p+ 1) |ν|2 + (p− 1) ν2)n/2

)
< 0

とした (P)の小さな初期値に対する時間大域解（小振幅解）が時間に関して f ≡ 0とした (P)の
解（自由解）よりも速く減衰することを示した（cf. 藤田型方程式の場合：[4]）．また，[5, 6]は小
振幅解の時間無限大の極限に於ける漸近形も導出している．一方，[19]は藤田優臨界 p > 1 + 2/n

の場合に，(P)の小振幅解が時間に関して自由解と同じ速さで減衰し，(P)に付随する線形方程式
（f ≡ 0）の基本解

Gtν (x) := (4πtν)−
n
2 exp

(
−|x|2

4tν

)
, x ∈ Rn

の定数倍に漸近することを示した．しかし，剰余項の減衰評価や高次の漸近形は導出されていない．
藤田型方程式に対する時間大域解の高次漸近展開は [7, 8]で導出されている．これらの論文で

は，初期値の空間モーメント（空間変数の単項式を重み函数とする重み付き積分）の消滅による熱
半群の L1減衰を活用している．この性質を踏まえ，初期値と非線形項をある次数までの空間モー
メントが全て消滅する部分とそうでない部分に分解し，前者を剰余項，後者を漸近形と見做して
評価することで時間大域解の高次漸近展開を導出した．この方法論は，移流拡散方程式や分数冪
拡散方程式を始めとする様々な放物型方程式だけでなく，消散型波動方程式にも応用されている
（cf. 放物型方程式：[9, 10, 12, 11]，消散型波動方程式：[14, 13]）．しかし，上記の空間モーメン
トの消滅に基づく分解の影響で，漸近形を時間減衰部分と形状部分に分離できないなど，漸近形
が複雑になるという欠点がある．その結果，剰余項の減衰評価の最良性，特に剰余項の下からの
評価を導出することが困難であるように思われる．
このような現状を踏まえ，本研究では藤田優臨界 p > 1 + 2/nの場合に，時空両変数に関する

Taylor展開を基礎とした初等的かつ直接的な方法で，(P)に対する時間大域解の明示的な高次漸
近展開を剰余項の減衰評価も含めて導出した．また，部分的ではあるが，得られた剰余項の減衰
評価が最良であることも示した．

2 CGL半群の基本事項
本節では，本研究で基礎となる CGL半群の基本評価と漸近展開について纏める．以下，正整

数全体の集合を Z>0 と表し，非負整数全体の集合を Z≥0 と表す：Z≥0 := Z>0 ∪ {0}．各 α =



(α1, . . . , αn) ∈ Zn
≥0，x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して，

|α| :=
n∑

j=1

αj , α! :=

n∏
j=1

αj !, xα :=

n∏
j=1

x
αj

j , ∂α = ∂αx :=

n∏
j=1

∂
αj

j , ∂j :=
∂

∂xj

と定義する．また，α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn
≥0が任意の j ∈ {1, . . . , n}に対して

αj ≤ βjを満たすとき，α ≤ βと表す．各 q ∈ [1,+∞]に対してLebesgue空間Lq (Rn) = Lq (Rn;C)
のノルムを ‖ · ‖qと表し，各m ∈ Z>0に対して重み付き Lebesgue空間 L1

m (Rn)を次で定義する：

L1
m (Rn) :=

{
φ ∈ L1 (Rn) ; |α| ≤ mなる任意の α ∈ Zn

≥0に対して xαφ ∈ L1 (Rn)
}
.

但し，xαφは Rn 3 x 7→ xαφ (x) ∈ Cなる函数を表す．
各 φ ∈ Lq (Rn)，q ∈ [1,+∞]に対し，CGL型方程式に付随する線形方程式の初期値問題∂tu− ν∆u = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× Rn,

u (0) = φ, x ∈ Rn

の時刻 t ≥ 0に於ける解を etν∆φと表す．このとき，任意の t ≥ 0に対して etν∆は Lq (Rn)上の
有界線形作用素であり，族 (etν∆; t ≥ 0

)は半群を成す．この半群を CGL半群という [20]．特に
t > 0のとき，etν∆φは基本解Gtν を用いて，(

etν∆φ
)
(x) = (Gtν ∗ φ) (x) =

∫
Rn

Gtν (x− y)φ (y) dy, x ∈ Rn

と表される．
任意の t > 0に対し，基本解Gtν は，

Gtν (x) = t−
n
2Gν

(
t−

1
2x
)
, x ∈ Rn

なる自己相似性を持つ．そこで，伸長 δtを，

(δtφ) (x) := t−
n
2 φ
(
t−

1
2x
)
, x ∈ Rn

と定義する．このとき，Gtν の自己相似性は，

Gtν = δtGν

と表される．さらに，任意の α ∈ Zn
≥0に対して，

∂αGtν = ∂α (δtGν) = t−
|α|
2 δt (∂

αGν)

となり，

∂αetν∆φ = (∂αGtν) ∗ φ = t−
|α|
2 (δt (∂

αGν)) ∗ φ

が成り立つ．この等式にYoungの不等式を適用すると，次の CGL半群の基本評価を得る．

命題 2.1

1 ≤ q ≤ p ≤ +∞，α ∈ Zn
≥0，φ ∈ Lq (Rn)とする．このとき，任意の t > 0に対して，∥∥∂αetν∆φ∥∥

p
≤ t

−n
2

(
1
q
− 1

p

)
− |α|

2 ‖∂αGν‖r ‖φ‖q

が成り立つ．但し，r ∈ [1,+∞]，1/p+ 1 = 1/r + 1/qである．



任意の α ∈ Zn
≥0に対し，∂αGν は複素係数の多変数Hermite多項式

hν,α (x) :=
∑
2β≤α

(−1)|β| α!

β! (α− 2β)!
ν−|α−β|xα−2β , x ∈ Rn

を用いて，
∂αGν = (−2)−|α| hν,αGν

と表される．よって，
∂αGtν = (−2)−|α| t−

|α|
2 δt (hν,αGν)

が成り立つ．さらに，Taylorの定理より任意のm ∈ Z≥0及び任意の x, y ∈ Rnに対して，

(∂αGtν) (x− y) =
∑

|β|≤m

1

β!
(−y)β (∂α+βGtν) (x)

+
∑

|β|=m+1

m+ 1

β!

∫ 1

0
(1− θ)m (−y)β (∂α+βGtν) (x− θy) dθ

= (−2)−|α| t−
|α|
2

m∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|β|=k

1

β!
yβ (δt (hν,α+βGν)) (x)

+ (−1)−|α| 2−(|α|+m+1)t−
|α|+m+1

2

×
∑

|β|=m+1

m+ 1

β!

∫ 1

0
(1− θ)m yβ (δt (hν,α+βGν)) (x− θy) dθ

となる．この等式を CGL半群の基本解を用いた積分表示に代入して評価すると，CGL半群のm

次漸近展開を得る．

命題 2.2 ([16])

m ∈ Z≥0，φ ∈ L1
m+1 (Rn)，α ∈ Zn

≥0とする．このとき，任意の t > 0，q ∈ [1,+∞]に対して，

t
n
2

(
1− 1

q

)
+

|α|+m
2
∥∥∂αetν∆φ− Λα,m (t;φ)

∥∥
q
≤ 2−(|α|+m+1)t−

1
2

∑
|β|=m+1

1

β!
‖hν,α+βGν‖q ‖x

βφ‖1

が成り立つ．但し，

Λα,m (t;φ) := (−2)−|α| t−
|α|
2

m∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|β|=k

Mβ (φ) δt (hν,α+βGν) ,

Mα (φ) :=
1

α!

∫
Rn

yαφ (y) dy

である．

また，m次漸近形への収束だけに注目すると，次の命題が成り立つ．

命題 2.3 ([16])

m ∈ Z≥0，φ ∈ L1
m (Rn)，α ∈ Zn

≥0とする．このとき，任意の q ∈ [1,+∞]に対して，

lim
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+

|α|+m
2
∥∥∂αetν∆φ− Λα,m (t;φ)

∥∥
q
= 0

が成り立つ．



3 主定理
以下，p > 1 + 2/n及び u0 ∈

(
L1 ∩ L∞) (Rn)を仮定する．さらに，

u ∈ X := (C ∩ L∞)
(
[0,+∞) ;L1 (Rn)

)
∩ (C ∩ L∞) ((0,+∞) ;L∞ (Rn))

を (P)の時間大域解で次の減衰評価を満たすものとする：

sup
q∈[1,+∞]

sup
t>0

t
n
2

(
1− 1

q

)
‖u (t)‖q < +∞. (3.1)

このような時間大域解は，少なくとも ‖u0‖1 + ‖u0‖∞が十分に小さい場合，(P)に付随する積分
方程式

u (t) = etν∆u0 +

∫ t

0
e(t−s)ν∆f (u (s)) ds (I)

に縮小写像の議論を適用することで実際に構成できる（cf. [15, Appendix A]）．しかし，ここでは
初期値の小ささではなく，時間大域解の減衰評価を仮定していることに注意する．特に，吸収型
の非線形項を持つ藤田型方程式（Im ν = 0，λ < 0）の場合，比較原理より大きな初期値に対して
も式 (3.1)を満たす実数値時間大域解が構成できる（cf. [8]）．
時間大域解の高次漸近展開を導出する上で，次の重み付き評価は重要かつ基本的である．

命題 3.1 ([16])

m ∈ Z>0，p > 1 + 2/nとする．さらに，u0 ∈
(
L1
m ∩ L∞) (Rn)，u ∈ X を式 (3.1)を満たす (P)

の時間大域解とする．このとき，u ∈ C
(
[0,+∞) ;L1

m (Rn)
)であり，

sup
t≥0

(1 + t)−
m
2

∑
|α|=m

‖xαu (t)‖1 < +∞

が成り立つ．

導入で述べたように，複素スカラー場と分散性の影響で，命題 3.1を証明するために放物型方程
式に対する比較原理が適用できない．この問題は，CGL半群と単項式から成る重み函数の交換関
係の具体的表示

xαetν∆φ− etν∆xαφ = Rα (t)φ,

Rα (t)φ :=
∑

β+γ=α
β ̸=0

α!

β!γ!
(−2tν∂)β etν∆xγφ+

∑
β+γ≤α, |β+γ|≤|α|−2

|β|+1≤ℓ≤ |α|+|β|−|γ|
2

Cα
ℓβγ (tν)

ℓ ∂βetν∆xγφ

とその評価 ∑
|α|=m

∥∥xαetν∆φ− etν∆xαφ
∥∥
1
≤ C

{
t
1
2

∥∥|x|m−1 φ
∥∥
1
+
(
t
1
2 + t

m
2

)
‖φ‖1

}
を基礎とした直接的な計算によって克服される [15, 16]．
以上の準備の下，(P)に対する時間大域解の漸近展開は次のように記述される．



定理 3.2 ([16])

m ∈ Z≥0，p > 1 + (m+ 2) /nとする．さらに，u0 ∈
(
L1
m ∩ L∞) (Rn)，u ∈ X を式 (3.1)を満た

す (P)の時間大域解とする．このとき，任意の q ∈ [1,+∞]に対して，

lim
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2 ‖u (t)−Am (t)‖q = 0

が成り立つ．但し，

Am (t) := Λ0,m (t;u0) +
∑

|γ|≤m/2

(−ν)|γ|

γ!
Λ2γ,m−2|γ|

(
t;ψ|γ|

)
,

ψk :=

∫ +∞

0
skf (u (s)) ds

である．

さらに，u0 ∈ L1
m (Rn)の代わりに u0 ∈ L1

m+1 (Rn)を仮定すると，定理 3.2で与えられる時間大
域解のm次漸近展開に対する剰余項の減衰評価が得られる．

定理 3.3 ([16])

m ∈ Z≥0，p > 1 + (m+ 2) /nとする．さらに，u0 ∈
(
L1
m+1 ∩ L∞) (Rn)，u ∈ X を式 (3.1)を満

たす (P)の時間大域解とする．このとき，任意の q ∈ [1,+∞]に対してある C > 0が存在し，任
意の t > 0に対して，

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2 ‖u (t)−Am (t)‖q ≤


Ct−

n
2 (p−1−m+2

n ) if 1 +
m+ 2

n
< p < 1 +

m+ 3

n
,

Ct−
1
2 log (2 + t) if p = 1 +

m+ 3

n
,

Ct−
1
2 if p > 1 +

m+ 3

n

が成り立つ．

定理 3.2及び定理 3.3で与えられる時間大域解のm次漸近形Am (t)は次の階層構造を持つ：任
意の k ∈ {0, . . . ,m}，t > 0に対して，

Ak (t)−Ak−1 (t) = t−
k
2 δt (Ak (1)−Ak−1 (1))

が成り立つ．但し，A−1 (t) ≡ 0と定義する．上式に於いて，伸長 δt は漸近形の放物型自己相似
性を表し，t−k/2は漸近振幅の時間減衰を表す．さらに，Ak (1)−Ak−1 (1)は漸近形の空間分布を
表し，

Ak (1)−Ak−1 (1) = 2−k
∑
|α|=k

(
Mα (u0) +

∑
β+2γ=α
|γ|≤k/2

(−ν)|γ|

γ!
Mβ

(
ψ|γ|
))

hν,αGν

と具体的に書き下せる．
この階層構造を活用すると，定理 3.3で与えられる時間大域解のm次漸近展開に対する剰余項

の減衰評価は少なくとも p > 1+ (m+ 3) /nの場合に最良であり，その最良性は初期値の空間モー
メントと非線形項の時空間モーメントによって特徴付けられることが分かる．



定理 3.4 ([16])

m ∈ Z≥0，p > 1 + (m+ 3) /nとする．さらに，u0 ∈
(
L1
m+1 ∩ L∞) (Rn)，u ∈ X を式 (3.1)を満

たす (P)の時間大域解とする．このとき，任意の q ∈ [1,+∞]に対して，

lim
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m+1

2 ‖u (t)−Am (t)‖q = ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q (3.2)

が成り立つ．特に，次の三つの主張は同値である：

(1) Am+1 (1)−Am (1) 6≡ 0．

(2) |α| = m+ 1なる α ∈ Zn
≥0で，

Mα (u0) +
∑

β+2γ=α
|γ|≤(m+1)/2

(−ν)|γ|

γ!
Mβ

(
ψ|γ|
)
6= 0

を満たすものが存在する．

(3) 任意の q ∈ [1,+∞]，ε > 0に対してある t0 > 0が存在し，任意の t > t0に対して，

0 < t−
1
2 (1− ε) ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q

≤ t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2 ‖u (t)−Am (t)‖q
≤ t−

1
2 (1 + ε) ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q

が成り立つ．

注意 3.5

m ∈ Z≥0，p > 1+(m+ 3) /n，φ ∈
(
L1
m+1 ∩ L∞) (Rn)とする．さらに，|α| = m+1なるα ∈ Zn

≥0

で，Mα (φ) 6= 0を満たすものが存在すると仮定する．このとき，ある εφ > 0が存在し，任意の
ε ∈ (0, εφ]に対して u0 = εφを初期値とする (P)の時間大域解 u ∈ X はAm+1 (1) − Am (1) 6≡ 0

を満たす．

尚，1 + (m+ 2) /n < p ≤ 1 + (m+ 3) /nの場合，定理 3.3で与えられる時間大域解のm次漸
近展開に対する剰余項の減衰評価の最良性は未解決である（cf. [7, Remark 1.7]）．

4 主定理の証明の概略
定理 3.2及び定理 3.3の証明は，(P)に付随する積分方程式 (I)のDuhamel項の時間変数に関す

る Taylor展開に基づく：

e(t−s)ν∆f (u (s)) =

N∑
k=0

1

k!
(−sν∆)k etν∆f (u (s))

+
1

N !

∫ 1

0
(1− θ)N (−sν∆)N+1 e(t−sθ)ν∆f (u (s)) dθ

=
∑
|γ|≤N

(−ν)|γ|

γ!
s|γ|∂2γetν∆f (u (s))



+ (N + 1)
∑

|γ|=N+1

(−ν)N+1

γ!

∫ 1

0
(1− θ)N sN+1∂2γe(t−sθ)ν∆f (u (s)) dθ.

この等式を (I)に代入し，命題 2.1と式 (3.1)を用いて評価すると次の補題を得る．

補題 4.1

m ∈ Z≥0，p > 1 + (m+ 2) /nとする．さらに，u0 ∈
(
L1 ∩ L∞) (Rn)，u ∈ X を式 (3.1)を満た

す (P)の時間大域解とする．このとき，任意の q ∈ [1,+∞]に対して，

lim
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2

∥∥∥∥∥∥u (t)− etν∆u0 −
∑

|γ|≤m/2

(−ν)|γ|

γ!
∂2γetν∆ψk

∥∥∥∥∥∥
q

= 0

が成り立つ．

この補題と命題 2.3を組み合わせると定理 3.2が示される．定理 3.3は，時間大域解のm次漸近展
開に対する剰余項を，

u (t)−Am (t)

=
(
etν∆u0 − Λ0,m (t;u0)

)
+

∫ t

t/2
e(t−s)ν∆f (u (s)) ds

+
∑
|γ|≤N

(−ν)|γ|

γ!

∫ t/2

0
s|γ|
(
∂2γetν∆f (u (s))− Λ2γ,m−2|γ| (t; f (u (s)))

)
ds

+ (N + 1)
∑

|γ|=N+1

(−ν)N+1

γ!

∫ t/2

0

∫ 1

0
(1− θ)N sN+1∂2γe(t−sθ)ν∆f (u (s)) dθds

−
∑
|γ|≤N

(−ν)|γ|

γ!

∑
|β|≤m−2|γ|

2−(|β|+2|γ|)t−
|β|+2|γ|

2

(∫ +∞

t/2
s|γ|Mβ (f (u (s))) ds

)
δt (hν,2γ+βGν)

と分解し，命題 2.1，命題 2.2，命題 3.1，式 (3.1)を用いて各項を評価することで示される．
定理 3.4の証明では等式

u (t)−Am (t) = u (t)−Am+1 (t) + (Am+1 (t)−Am (t))

= u (t)−Am+1 (t) + t−
m+1

2 δt (Am+1 (1)−Am (1))

に注目する．この等式と定理 3.2より，

lim sup
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2
+ 1

2 ‖u (t)−Am (t)‖q ≤ lim sup
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2
+ 1

2 ‖u (t)−Am+1 (t)‖q

+ lim sup
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
‖δt (Am+1 (1)−Am (1))‖q

= ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q ,

lim inf
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2
+ 1

2 ‖u (t)−Am (t)‖q ≥ lim inf
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
‖δt (Am+1 (1)−Am (1))‖q

− lim sup
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2
+ 1

2 ‖u (t)−Am+1 (t)‖q

= ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q



と評価され，

lim
t→+∞

t
n
2

(
1− 1

q

)
+m

2
+ 1

2 ‖u (t)−Am (t)‖q = ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q

を得る．また，(1) ⇔ (2)はAm+1 (1)−Am (1)の具体的表示とHermite多項式の直交性

∫
Rn

hν,α (x)hν,β (x)Gν (x) dx =


(
2

ν

)|α|
α!, α = β,

0, α 6= β

より従い，(1) ⇒ (3)は ‖Am+1 (1)−Am (1)‖q > 0と式 (3.2)より従う．(3) ⇒ (1)は明らか．
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