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概要
非線形項に空間変数の重みを持つ一次元半線形波動方程式の, 非コンパクトな台を持つ初期値
に対する初期値問題の時間局所解について, 時間局所解が存在しない, つまり瞬間爆発する初期値
の条件とその条件の最適性について結果が得られた. 減衰重みの場合はWakasa(2017)[23]にお
いて, 十分小さな初期値に対して有界性や可積分性の条件を加えて時間局所解の存在とその最大
存在時間の評価が得られている. その一方で, 重みが増大する場合は空間遠方における解の値を
制御できなくなる. このような状況では時間局所解の存在すら困難であると予想でき, 実際その
予想の補強として, Kurokawa-Takamura(2003)[12]では空間重みの無い 2次元以上の半線形波
動方程式の初期値が動径方向無限遠で発散する場合において, いかなる時間局所解も存在しない
ことが示されている.

1 導入
偏微分方程式論においては, その研究の方向性として, 具体的な事象をモデル化した方程式に対し

て詳細に解析する場合と, これらの背景や導出過程に左右されない強固な理論, いわゆる一般論を構
築する方針があると考えられる. これらは相互に作用しながら発展を続けており, 今回の講演では一
般論の構築を見据えたモデル方程式の条件を変えた場合の解析の結果について述べる. 最初に一般論
とはどういう形で記述されどのような意味を持つのかを述べた後, モデル方程式が担う役割について
述べ, そして今回の主結果である条件を変えた場合の解析の結果について述べる.

1.1 一次元非線形波動方程式の一般論
一次元の非線形波動方程式の初期値問題{

utt − uxx = H(u, ux, ut, uxx, uxt) in R× (0,∞),
u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x), x ∈ R

(1)

に対して, 添え字は偏微分を表わすとし, 既知関数 H, f, g と初期値の大きさを表わすパラメータ εを
H, f, g ;十分滑らか, supp{f, g} ;コンパクト, 0 < ε ≪ 1 と仮定する. 初期値問題 (1)の解の最大存
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在時間を lifespanとして, T̃ (ε)という記号で下記のように定義する.

T̃ (ε) := sup{t > 0;適当に固定した (f, g)に対して (1)の古典解 u(x, t)が存在する }.

lifespan について, T̃ (ε) = ∞を満たすならば時間大域解を持つと言い, 0 < T̃ (ε) < ∞を満たす, つ
まり有限時間で解 uが発散するならば時間局所解を持つと言う. また, 解析を行う上で初期値に対し
て (f, g) ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 が成り立たなければ解の一意性が崩れてしまうので, H(0) = 0 を要請する.

この条件は H をマクローリン展開したときに定数部分が 0という条件と同値であり, 高次の剰余項
を Rn+1 として展開すると次のようになる.

H(u, ux, ut, uxx, uxt) =

n∑
α=1

1

α!
(u∂λ0 + ux∂λ1 + ut∂λ2 + uxx∂λ3 + uxt∂λ4)

αH(λ̂)
∣∣∣
λ̂=0

+Rn+1.

この展開は初期値問題 (1) の ε が十分小さいことから解 u も小さいので成立する. 上記において
|α| = 1の項は線形より, この項を入れると線形部分が波動方程式では無くなる. 従って解 uは小さ
いので, 非線形項の主な部分は |α| ≥ 2の低次の項であると考えることができる. このような考察の
もと, Li, Yu and Zhou[21]によって初期値問題 (1)に対して次のような古典解の長時間存在が示さ
れている.

定理 1.1 初期値問題 (1)が自然数 αを用いて λ̂ = 0の近傍においてH(λ̂) = O(|λ̂|1+α)を満たすと
き, ある正定数 ε0 = ε0(f, g, α)が存在して, 任意の 0 < ε ≤ ε0 を満たす εに対して下記が成立する.

T̃ (ε) ≥


Cε−α/2 in general case,

Cε−α(1+α)/(2+α) if

∫
R

g(y)dy = 0,

Cε−min{β0/2,α} if ∂β
uH(0̂) = 0 for 1 + α ≤ ∀β ≤ β0.

ここで, C > 0は εに因らない定数である.

この定理 1.1 の H に対する原点近傍の条件はまさに考察から得られた非線形項の低次の項につ
いて条件付けをしている. また, 定理 1.1 の場合分けは最初の 2 つは強 Huygens の原理により,∫
R

g(y)dy = 0の場合は初期値の影響が空間次元が高次元の場合と同じようになることに起因する.

最後の場合分けは非線形項に uの冪が低次で入るときは単純なエネルギー法によって解を構成でき
ず, 別の不等式を使う際に逐次近似の評価が悪くなることに起因する.

また, f ≡ g ≡ 0 のとき, 解の一意性より (1) の解は u ≡ 0 となり T̃ (ε) = ∞ を満たす. 従って,

時間局所解を持つ (1)に対して lim
ε→0

T̃ (ε) = ∞が成り立つことが予想できるため, lifespanの下から
ε−1 の関数によって評価されるのは自然である. このような, lifespanの εの関数による下からの評
価を一般論という.

1.2 モデル方程式の解析による一般論の最適性と一般論の改良
この一般論に対して, さらに良い ε のオーダーの関数では評価できない, つまり一般論が最適な

評価であることを示す為には, 特別な初期値と非線形項を用いて同じ ε のオーダーの関数によって
lifespanが上から評価されることを示せば良い. 特に最適性は, 滑らかさを犠牲にして詳細な解析が



可能になる H = |u|p や H = |ut|p (p > 1)と定義したモデル方程式によって示される. 定理 1.1の
最初の 2つの場合は Zhou[24]により非線形項を H = |u|1+α と, 最後の場合に対しては Zhou[25]に
より非線形項を H = |u|γ |ut|1+α−γ (0 ≤ γ ≤ α)と置くことによって最適性が示されている.

さらに, Morisawa, Sasaki and Takamura[22] によるモデル方程式 H = |ut|p + |u|q(p, q > 1)

の解析および Kido, Sasaki, Takamatsu and Takamura[13] によるモデル方程式 H = |ut|p|u|q +
|u|r(p, q, r > 1)によって, 空間一次元の一般論のより細かい場合分けが必要であることが示され, 実
際に Takamatsu[15]によって, 一次元非線形波動方程式の一般論の分類が不十分であり, 次の場合分
けを追加すべきであることが示された.

T̃ (ε) ≥ Cε−β0(1+α)/(2+β0) if

∫
R

g(y)dy = 0 and ∂β
uH(0̂) = 0 for 1 + α ≤ ∀β ≤ β0 < 2α.

以上のことから, モデル方程式の解析は一般の場合の解の存在性を議論する上で最適性を保証する
ものでありながら, モデル方程式の lifespan評価を行うことによって一般の場合も解析できる場合も
あり, さらにモデル方程式の lifespan 評価から非線形項が一般の場合の最適な lifespan 評価を予想
することができる. つまり, モデル方程式の解析と一般論の構築は表裏一体の関係にあると言える.

注意点として, 一次元の場合には任意の指数 p > 1に対して解が有限時間爆発することが Kato[6]

によって示されているが, 空間次元 nが 2以上の場合は, (n− 1)p2 − (n+ 1)p− 2 = 0の正の根とし
て定義される Strauss指数 p0(n)より大きい場合には時間大域解が得られることが John[5](n = 3),

Glassey[4](n = 2), Georgiev, Lindblad and Sogge[3](n ≥ 4)によって示されている.

1.3 初期値の台が非コンパクトな場合
一般論とその最適性では解の有限伝播性が重要な役割を果たしており, 初期値の台がコンパクトで

あるという条件を課すことによって空間無限遠方での影響を無視して非線形項の冪の可積分性の影
響を詳細に解析することが出来る. 逆に言えば, 初期値の台が非コンパクトである場合には空間無限
遠方での解のコントロールが必要になり, 空間次元が 2以上で時間大域解が得られる非線形項のオー
ダーであっても初期値の減衰オーダーによっては有限時間で解が爆発する例が存在する.

空間次元 nが 2以上の場合は詳しく解析がされており, (1)のH = |u|pの場合についてAsakura[2]

によって初期値の減衰のオーダーによる解が有限時間爆発する条件及び時間大域解が得られる条件の
予想が下記のように示された.

・初期値 (f, g)に対してある C > 0が存在して

f(x) ≡ 0, g(x) ≥ C

(1 + |x|)1+κ
with 0 < κ <

2

p− 1

　のとき, 時間大域解は得られない.

・p > p0(n)かつ初期値 (f, g)に対して

(1 + |x|)1+κ

 ∑
|α|≤[n/2]+2

|∇α
xf(x)|+

∑
|β|≤[n/2]+1

|∇β
xg(x)|

 with κ ≥ 2

p− 1

　が十分小さいとき, 時間大域解が得られる.



この予想は Agemi and Takamura[1], Kubota[11], Tsutaya([18], [19], [20]), Takamura[16],

Kubo[7], Kubo and Kubota([8],[9]) によって肯定的に示された. その後, Takamura, Uesaka and

Wakasa[17] によって, 初期値のオーダーとして最適な時間大域解が得られる十分条件を下記のよう
に改良した.

(1 + |x|)1+κ

 |f(x)|
1 + |x|

+
∑

1≤|α|≤[n/2]+2

|∇α
xf(x)|+

∑
|β|≤[n/2]+1

|∇β
xg(x)|

 ≪ 1 with κ ≥ 2

p− 1

これは初期状態 f のオーダーが改良されている. また, Kurokawa and Takamura[12]において, 初期
値が

f(x) ≡ 0, g(x) ≥ ϕ(x)

(1 + |x|)1+2/p−1
where lim

|x|→∞
ϕ(x) = ∞ & ϕ : radial

のとき, つまり臨界冪より log 増大などにより僅かに減衰が足りない場合において, 時間大域解が得
られないことを示している. さらに, g(x) ≥ ϕ(x)の場合, つまり無限遠方で発散している場合はそも
そも時間局所解すら得られないということを系として示している.

以上が空間次元 nが 2以上の場合であり, n = 1の場合はそもそも時間大域解が得られないという
観点から解析が少なく, 次のような非線形項に空間変数による減衰を加えた方程式に対して解析が行
われている.  utt − uxx =

|u|p

⟨x⟩1+a in R× (0,∞),

u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x), x ∈ R,

(2)

ここで, p > 1 かつ a ∈ R, ⟨x⟩ :=
√
1 + x2 であり, ε は十分小さく (f, g) ∈ C2(R) × C1(R) と

仮定する. 最初にこの方程式を解析したのは Suzuki[14] であり, a ≥ −1 の場合において (2) の非
線形項 |u|p の代わりに符号変化を許す |u|p−1u としたものを解析し, 空間１次元であるにも関わら
ず奇関数かつある程度減衰する初期値に対して時間大域解の存在をある p の範囲で示した. 後に
Kubo & Osaka & Yazici[10]によって, その p の範囲が最適と思われるところまで拡張された. また,

Wakasa[23] は (2) で初期値に対して f ∈ L∞(R), g ∈ L1(R) を仮定して, (2) の lifespan を T (ε)

とすると,

T (ε) ∼


Cε−(p−1)/(1−a) for − 1 ≤ a < 0,
ϕ−1(Cε−(p−1)) for a = 0,
Cε−(p−1) for a > 0

を得た. ここで, ϕ−1 は関数 ϕ(s) := s log(2 + s) の逆関数である. また, T (ε) ∼ A(ε, C) なる記号
は, C1 と C2 という ε に無関係な正定数が存在して, 不等式 A(ε, C1) ≤ T (ε) ≤ A(ε, C2) を満たす
ことを表すものとする.

このような非線形項に時空変数 (t, x)が入ったモデル方程式の解析は, 一般論を非線形項が非自励
的な場合も含むように拡張する際の足掛かりとなるものであり, 加えて, 初期値の台がコンパクトと
いう条件を外すことによって空間変数による重みの影響を大きくしてより詳細に解析する狙いがあ
る. (2)に対して次の主結果が得られた.



2 主定理
定理 2.1 ε = 1とし, 任意の p > 1と a ∈ Rを持つ (2)の初期値に対して, ある R > 0, T1 > 0と球
対称な函数 Φ が存在して, ∀|x| ≥ Rと ∀t ∈ [0, T1)に対して,

f(x+ t) + f(x− t) +

∫ x+t

x−t

g(y)dy ≥ Φ

⟨x− sgn(1 + a)t⟩(−1−a)/(p−1)

が成り立つと仮定する. ここで, sgnは符号関数とし, 関数 Φは

Φ := Φ(|x| − t) with lim
|r|→∞

Φ(r) = ∞ または Φ := M : large constant

とする. このとき, Φp−1t2 ≫ 1ならば (2)の古典解 uはその (x, t)で存在しない.

定理 2.2 ε = 1とし, 任意の p > 1と a ∈ Rを持つ (2)の初期値に対して, ある T2 > 0と球対称な
函数 Φ が存在して, ∀x ∈ Rと ∀t ∈ [0, T2)に対して,∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t) +

∫ x+t

x−t

g(y)dy

∣∣∣∣ ≤ Φ

⟨x+ sgn(1 + a)t⟩(−1−a)/(p−1)

かつ Φp−1t2 ≪ 1が成り立つと仮定する. ここで, sgnは符号関数とし, 関数 Φは定理 2.1と同様. こ
のとき, (2)の古典解 uがR× [0, T2)上存在する.

Φによって場合分けすることによって次の系が得られる.

系 2.1 Φ := Φ(|x| − t) with lim
|r|→∞

Φ(r) = ∞ の場合, ∀t > 0 に対して, ある x ∈ R が存在して,

Φp−1t2 ≫ 1を満たす. 従って, 時間局所解は存在しない.

系 2.2 Φ := M : large constantの場合, T (M)を (2)の lifespanとして T (M) ∼ CM−(p−1)/2.

これらの定理および系に対する観察から, 初期値問題 (2) が時間局所解を持つためには可積分性
ではなく単純に冪の大きさを考えれば良く, 非線形項の重みの指数 1 + a に対して初期値の減衰が
(−1 − a)/(p − 1) 必要であることが明らかになった. また, 初期値の大きさが極端に大きい場合の
lifespan評価について明らかになった.

3 証明の概略
定理 2.1は John[5]の各点における逐次代入法空間変数に応用することによって証明され, 定理 2.2

は John[5]の各点における逐次近似法を重み付き L∞ 空間で行うことで証明される. お互いの証明に
おける鍵となる不等式の計算はほとんど同じであるため, 定理 2.1のみ概略を示す.

x > 0 と仮定して一般性を失わない. t > 0 を任意にとり, 初期値が定理の条件を時刻 t までの時
間満たしているとする. 背理法を用いる. (2) の古典解 u がその時刻まで存在していると仮定する.

Duhamel の原理により (2)と同値な積分方程式は

u(x, t) = u0(x, t) + L(|u|p⟨x⟩−1−a
)(x, t). (3)



と表せる. ここで, 積分方程式の線形な部分は

u0(x, t) :=
1

2
{f(x+ t) + f(x− t)}+ 1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy,

Duhamel 項は

L(v)(x, t) :=
1

2

∫ t

0

ds

∫ x+t−s

x−t+s

v(y, s)dy for v ∈ C(R× [0,∞))

によって定義される. Lの積分領域は点 (x, t), 点 (x− t, 0), 点 (x+ t, 0)を結ぶ三角形領域となる.

条件より,

u(x, t) ≥ u0(x, t) ≥ Φ

2⟨x− sgn(1 + a)t⟩(−1−a)/(p−1)
.

上記を (3)の Duhamel 項に代入して, 符号関数 sgn(1 + a)に注意しながら被積分関数に対して積分
の上端または下端を代入し, 積分を計算すると

u(x, t) ≥ Φpt2

2p

(
⟨x+ sgn(1 + a)t⟩
⟨x− sgn(1 + a)t⟩

)(−1−a)/(p−1)

.

が得られる. 以下, 時空変数に着目すると一回の代入ごとに下からの評価が Φp−1t2 の pの整数冪乗
乗だけ増大する. よって, Φp−1t2 ≫ 1 ⇒ u(x, t) = ∞が得られる.
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