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概要
Rを可換ネーター環、I を Rのイデアル、M を有限生成 R加群とする。整数 nを無限大に飛
ばしたときの剰余加群M/InM の漸近挙動は可換環論における古典的な研究対象の一つである。
特にM/InM から定まる集合や不変量などの漸近的な振る舞いは盛んに研究されてきた。本講
演では全ての素イデアルでの局所化に関する漸近挙動を考察し、深度、入射次元、Bass数といっ
た可換環論における主要な不変量についての漸近安定性を与える。

1 導入
本稿を通して R は可換ネーター環、I は R のイデアル、M は有限生成 R 加群とする。自然数等

で添字付けられた特定の条件や性質を満たすような可換環上の加群、及びその集合や不変量の族につ
いての極限の挙動を考察する問題を漸近問題と呼ぶ。漸近問題における最も古典的な対象の一つはイ
デアルの冪による剰余加群の漸近的な振る舞い、すなわち n → ∞における剰余加群M/InM の挙
動である。本稿では加群に関するいくつかの不変量に対してこの問題を考察していく。
まずはこの方向の漸近問題に関する歴史や背景について述べる。以下で登場するいくつかの集合や

不変量について本節では詳細を省くが、本稿における新規の結果に関係する用語は次節以降で定義か
ら説明をする。本研究の原点は 1979年の Brodmann [1]による素因子集合の漸近安定性の研究であ
る。素因子集合とは各加群ごとに定まる環のスペクトラムの部分集合（すなわち素イデアルの集ま
り）であり、BrodmannはM/InM から定まるこの素因子集合を考えると、十分大きい整数 nに対
しては全ての集合が等しくなっていることを証明した。このように剰余加群M/InM の挙動は十分
大きい整数 nにおいて一定あるいは規則的なものであると期待されており、その振る舞いは次数付き
加群や重複度の理論などと深く関係している。Brodmann [2]は同じく 1979年に gradeおよび深度
と呼ばれる、イデアルと加群に関する 2つの不変量についても漸近安定性を証明した。これらの量は
Ext加群（または Bass数）の消滅や Koszul複体、正則列と呼ばれる環の元の列など複数の観点から
特徴付けることができる極めて重要な量であり、イデアルの高度や環の次元といった次元論的な不変
量との間に非自明な不等式が存在する。特に可換環論において最も重要な環および加群のクラスの一
つである Cohen–Macaulay性はこの深度と次元の間の不等式が等式となることで定義される。従っ
て環や加群の深度を正確に与えることにより得られる恩恵は大きい。
Brodmann は [1] の結果を用いて、正則列による特徴付けから grade や深度の漸近安定性を示し
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た。一方で Kodiyalam [9]は Ext加群の消滅による深度の特徴付けに注目してより一般的な主張を
与え、その系として Brodmannの結果の別証明を与えた。現在ではその主張は Theodorescu [13]に
よって一般化され、次のような形で知られている：任意の有限生成 R加群 N と整数 iに対して、全
ての n > 0で Ext加群 ExtiR(N,M/InM)が有限長を持つならば、それらの長さは十分大きい nに
ついて多項式成長する。この文脈では零多項式との一致によって、Ext加群の消滅が特徴付けられる
のである。特に上述の Kodiyalamの結果は漸近問題の言葉で「Bass数の漸近挙動は多項式で表現可
能である」と記述できる。Bass数も環や加群の不変量の一つであり、上で見てきたように Bass数の
値でも深度を測ることができる。他方で、Bass数の消滅で特徴付けられるもう一つの主要な不変量
として入射次元という量が存在する。Kodiyalamのアプローチによる恩恵の一つはこの入射次元の
漸近安定性が系として得られることである。先に Cohen–Macaulayと呼ばれる環のクラスが登場し
たが、それと並んで重要視される環のクラスに Gorensteinがあり、これは環自身の入射次元の有限
性で定義される。
これらの結果はある意味で局所的な部分に注目した漸近問題と捉えることもできる。2006 年に

Rotthausと Şega [10]は環のスペクトラムにおけるザリスキー開軌跡に注目することで言うなれば
大域的な観点から漸近問題を研究し、限定的な状況において深度に関する一様な漸近安定性を証明し
た。本稿の主題は可換環論において一般的あるいは十分に弱いとされている仮定のもとで、剰余加群
M/InM の大域的な漸近挙動を考察することである。より詳細に述べると、加群の局所化の漸近挙
動が局所化する素イデアルに依存せず、ある程度統一的な振る舞いを見せることがわかる。本講演の
内容は [7, 8]に基づいており、後述する新規性のある結果は漸近問題に新しい視点を与えるものであ
ると共に、いくつかの結果は上述の [2, 9, 10]の結果を一般化する。

2 主結果
前節で記述したが、本稿の主題である漸近問題とは剰余加群M/InM に関する不変量が整数 nが

十分大きいときにどのように振る舞うかを考察する問題である。そこでまずは、本稿で観察する加群
の不変量とそれに付随して定まる局所環のクラスについて定義を与える。以降、混乱が生じる恐れが
無ければ添え字は省略する。

Definition 2.1. Rは極大イデアル mと剰余体 k を持つ局所環とする。（以降は単に (R,m, k)と書
いてそのような局所環 Rを表すこととする。）

• i 次の Ext 加群 ExtiR(k,M) の k ベクトル空間としての次元をM の i 次の Bass 数と呼ぶ。
特に Rの素イデアル pに対して、Rp 加群Mp の i次の Bass数を µi

R(p,M)と書く。
• R加群M の深度 depthR M を次で定義する。

depthR M =

{
inf{n ⩾ 0 | µn

R(p,M) ̸= 0} (M ̸= 0),

∞ (M = 0).

• R加群M の次元 dimR M を次で定義する。

dimR M =

{
sup{n ⩾ 0 | ∃p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn s.t. Mpi

̸= 0 (∀i)} (M ̸= 0),

−∞ (M = 0).



• 非零加群 M に対しては不等式 depthM ⩽ dimM が常に成立している。逆の不等式
depthM ⩾ dimM が成立するとき M は Cohen–Macaulay であるという。特に R 加群
として Rが Cohen–Macaulayであるとき、Rを Cohen–Macaulay環という。

• cmdR M := dimM − depthM を R加群M の Cohen–Macaulay欠度（以下では単に cmd）
と呼ぶ。

• idR M := sup{n ⩾ 0 | µn
R(p,M) ̸= 0}を R加群M の入射次元という。

（本来入射次元は入射分解の長さとしてより一般の環上の加群に対して定義され、局所環上の
有限生成加群に対してはその値がここでの定義と等しくなる。これは非自明な命題として知ら
れているが、本稿では簡単のために Bass数の非消滅の上限を定義として採用している。）

• R加群としてRが有限の入射次元をもつ（すなわち idR < ∞となる）とき、RをGorenstein

環という。Gorenstein環は Cohen–Macaulay環となることが知られている。

前節に登場した深度、入射次元、Bass数に関する先行研究は次の結果である。

Theorem 2.2. (R,m, k)を局所環とし、整数 iを固定する。

(1) (Brodmann [2]) ある自然数 k が存在して、等式 depth(M/InM) = depth(M/IkM)が任意の
n ⩾ k に対して成立する。

(2) (Kodiyalam [9]) ある自然数 k が存在して、等式 id(M/InM) = id(M/IkM) が任意の n ⩾ k

に対して成立する。
(3) (Kodiyalam [9]) ある自然数 k と有理係数多項式 f が存在して、任意の n ⩾ k に対して

µi(m,M/InM) = f(n)となる。

前節の通りこれらの結果はある意味で局所的な漸近問題と解釈することができて、対して本稿では
大域的な漸近挙動を研究する。すなわち定理 2.2に対応する次の問いを考察していく。

Question 2.3. 整数 iを固定する。

(1) 等式 depthRp
(M/InM)p = depthRp

(M/IkM)p が、任意の n ⩾ k と任意の Rの素イデアル p

に対して成立するような自然数 k は存在するか？
(2) 等式 idRp

(M/InM)p = idRp
(M/IkM)p が、任意の n ⩾ k と任意の R の素イデアル pに対し

て成立するような自然数 k は存在するか？
(3) 次の条件を満たすような自然数 k は存在するか？
「任意の Rの素イデアル pに対して（pに依存した）ある有理係数多項式 f が存在して、任意の
n ⩾ k に対して µi(p,M/InM) = f(n)となる。」

定理 2.2における自然数 k は暗示的に極大イデアル mに依存している。この問題 2.3における非
自明な点は、素イデアル pに依存しないような自然数 k が存在するかという点である。一般に素イ
デアルは（非可算）無限個存在するので、それらを統一的に制御するような議論が問題 2.3の解決に
は求められる。Rotthausと Şega [10]は環のスペクトラムにおけるザリスキー開軌跡の議論を用い
ることで問題 2.3(1)を部分的に解決した。



Theorem 2.4. (Rotthaus–Şega [10]) Rが優秀環（定義 2.5を参照）、M が Cohen–Macaulay加
群で HomR(R/I,M) = 0であるとする。このとき問題 2.3(1)は肯定的である。

本稿の前半では Rotthausと Şegaのザリスキー開軌跡の議論を参考にして、より一般的な状況で
問題 2.3の (1)と (2)を肯定的に解決することを目指す。そのためにザリスキー位相に関するいくつ
かの記号や概念を定義する。

Definition 2.5. (1) Rの素イデアル全体のなす集合を Spec(R)と書く。Rの各イデアル J に対し
て Spec(R)の部分集合 V(J) := {p ∈ Spec(R) | J ⊆ p}を考えると、V (J)の形をした部分集合全体
を閉集合系とする位相が Spec(R)に入る。この位相をザリスキー位相と呼ぶ。
(2) 局所環上の加群の性質 Pが与えられたとき {p ∈ Spec(R) | Rp 加群Mp は性質 Pを満たす }

という Spec(R)の部分集合が、各 R加群M に対して考えられる。これは R加群M の P軌跡と呼
ばれる。本稿で扱う軌跡を以下に列挙しておく。

• ZeroR(M) := {p ∈ Spec(R) | Mp = 0}.
• CMR(M) := {p ∈ Spec(R) | dim(Mp) ⩽ depth(Mp)}. 特に CM(R) := CMR(R).

• CR
n (M) := {p ∈ Spec(R) | cmd(Mp) ⩽ n}.

• FIDR(M) := {p ∈ Spec(R) | idRp
Mp < ∞}. 特に Gor(R) := FIDR(R).

以上の軌跡の全てについて、それがザリスキー位相においていつ開集合となるかというのは可換環論
における古典的な研究対象の一つである。また SuppR(M) := Spec(R) \ ZeroR(M)はM の台と呼
ばれ、これはM が有限生成であるときは必ず閉集合となることが知られている。
(3) 局所環とは限らないRに対しても、CM(R) = Spec(R)のときRを Cohen–Macaulayといい、

Gor(R) = Spec(R)のとき Rを Gorensteinという。Rが局所環のときは、これらの概念は定義 2.1

のものと一致する。また全ての有限生成 R加群M に対して FIDR(M) = Spec(R)となるとき Rを
正則といい、正則 ⇒ Gorenstein ⇒ Cohen–Macaulayという環のクラスの階層が存在する。定義が
複雑なためにここで詳細を書くことは避けるが、定理 2.4で登場した優秀環は正則環の言葉を用いて
定義される。優秀環の定義における「正則」という言葉を「Gorenstein」および「Cohen–Macaulay」
で置き換えたものをそれぞれ許容環、CM優秀環と呼ぶ。（これらはそれぞれ [11]と [3]で導入され
た。）これらについても同様に、優秀 ⇒ 許容 ⇒ CM優秀という階層が存在する。

軌跡が開集合となれば軌跡内の各点について特定の開近傍を考えることができて、局所的な議論
を大域的な議論に拡張することができる。従ってザリスキー開軌跡の手法は、問題 2.3 のような大
域的な漸近問題を考察する上で非常に役に立つ。特に著者は問題 2.3 に登場する深度や入射次元を
研究するために、それぞれ Cohen–Macaulay 軌跡 CMR(M/InM) や cmd 軌跡 Cm

R (M/InM)、お
よび有限入射次元軌跡 FIDR(M/InM) に注目した。優秀環 R 上の任意の有限生成加群 M につい
て、Grothendieck [5]により CMR(M)および全ての nに対する Cn

R(M)が、Takahashi [12]により
FIDR(M)が開集合となることがそれぞれ証明されている。しかしながら、これらの軌跡を定義する
概念は、正則性よりもどちらかと言えば Cohen–Macaulay 性や Gorenstein 性といった環の性質と
対応している。実際に著者は [6]で、優秀環よりも一般的な許容環や CM優秀環上の加群についてそ
れらの軌跡が開集合となることを与えた。定理 2.4の証明には上述の Grothendieck [5] の手法が用



いられているが、今回 [6]の手法を用いることで環の仮定を弱めることができたというのが、本稿の
第一の主結果である。さらに細かい証明のアイデアを工夫することで、定理 2.4における加群やイデ
アルの仮定も取り除くことに成功した。

Theorem 2.6. CM優秀環 Rに対して、問題 2.3(1)は肯定的である。

加えてその手法の一部が入射次元に関する漸近問題にも応用できることに気付き、有限入射次元軌
跡の観察から問題 2.3(2)に関する次の定理を与えた。問題 2.3(2)を考察したのは著者が初めてなの
で、この主結果に関しては完全に新規の結果である。

Theorem 2.7. 許容環 Rに対して、問題 2.3(2)は肯定的である。

定理 2.6と 2.7によって、問題 2.3はかなり一般的な状況で解決されたといえる。というのも応用
上考えられる殆どの可換環は許容環や CM優秀環となる。例えば体や整数環上の多項式環や形式的
冪級数環は共に許容環（従って CM優秀環）であり、それらの局所化や剰余環もまた許容環となる。
許容環でない環を構成するのは難しく、非常に複雑な議論が必要となる。また抽象的な観点からも、
許容環や CM優秀環というのは可換環論において標準的な仮定と言える。実際、許容環や CM優秀
環はそれぞれ Gorenstein 環や Cohen–Macaulay 環の準同型像という極めて標準的な環のクラスを
含み、これらの仮定は可換環論の研究の至る所に登場する。
その他に重要な環のクラスとしては、本稿でも何度も登場するように局所環が挙げられる。この局
所環という概念と許容環や CM優秀環といった概念は互いに独立しており、一方を満たすがもう一
方を満たさないような環の例は豊富に存在する。そこで本稿の後半では局所環に対して問題 2.3を考
察していく。前節で述べたが、加群の深度は複数の視点から特徴付けを与えることができるのであっ
た。とりわけ前半部分で登場した定理 2.2(1)、2.4、2.6の証明では共に正則列による深度の特徴付け
が用いられている。対して以降では Ext加群（Bass数）の振る舞いに注目して局所環上の大域的な
漸近問題の解決を目指す。
最も重要なことは、局所環に対しては完備化という操作が存在することである。具体的には局所
環 (R,m, k)に対してイデアル剰余 R/mn が成す自然な逆系の逆極限を取ると、新たなネーター局所
環 R̂が構築されてこれを局所環 Rの完備化と呼ぶ。有限生成 R加群M に対しても同様に有限生成
R̂加群 M̂ が作られて、これをM の完備化と呼ぶ。こうして作られた環や加群の完備化はその名の
通り線形位相としては常に完備であって環論的にも良い性質を持っている。例えばネーター局所環
の完備化は必ず優秀環であり正則局所環の準同型像にもなることがよく知られている。一方で R,M

の完備化 R̂, M̂ は元々の環や加群の持つ情報や性質の多くを引き継ぐ。実際に完備化の前後で Bass

数、深度、次元、cmd、入射次元の値は全て等しく、従って Cohen–Macaulay性や Gorenstein性も
完備化とそれ以前で同値となる。このことから、しばしば局所環上の問題は完備化に対するそれに帰
着できて、初めから優秀環などの良い性質が満たされていると仮定できるようになる。本稿の後半
部分でもその手法を利用する。特に局所環上の有限生成加群に関する Bass 数については Foxby と
Thorupによる公式 [4, Theorem] が存在している。それを今回利用する形に書き直したものが次の
補題である。

Lemma 2.8. Rを局所環、R̂, M̂ を R,M の完備化、qを R̂の素イデアル、p := q∩Rを qの Rへ



の引き戻しとする。このとき任意の整数 n,mに対して次の等式が成立する：

µm
R̂
(q, M̂/InM) =

∑
p+q=m

µp

R̂/pR̂
(q/pR̂, R̂/pR̂) · µq

R(p,M/InM).

この補題により R加群M/InM の Bass数の漸近挙動は、R̂加群 M̂/InM̂ のそれを調べることで
観察することができる。するとここまで見てきたように R̂ は優秀環であることから様々な軌跡が開
集合となることがわかり、大域的な議論を展開できるようになる。ここからスペクトル系列や次数付
き加群の理論を用いて複数の素イデアルに関する Bass数同士を比較し、最後に環 Rのネーター性を
活かすことで次の定理が得られる。これは後半部分で最も強い結果であるが、煩雑化を避けるために
その証明の説明は前行程度に止めておく。

Theorem 2.9. R を局所環とし、整数 i を固定する。このとき、ある自然数 k と有限個の有理
係数多項式 f1, . . . , fl が存在して次の条件を満たす：「任意の R の素イデアル p に対してある番号
1 ⩽ m ⩽ lが存在して、任意の n ⩾ k に対して µi(p,M/InM) = fm(n)となる。」

この系として後半部分の主題であった局所環上の漸近問題は解決される。

Corollary 2.10. 局所環 Rに対して、問題 2.3の (1), (2), (3)は全て肯定的である。

以上により、局所環上の大域的な漸近問題は完全な形で解決された。特筆すべき点として、一般に
2次元以上の局所環 Rには素イデアルが非可算無限個存在する。一方で定理 2.9によると、全ての素
イデアルに関する Bass数の漸近挙動は高々有限個の有理係数多項式で表現可能であり、これは驚異
的な事実に思える。今回提起した問題 2.3はまだ一般の状況では未解決であるため、それらが肯定的
であるか、もしそうならば前行の事実も成立するのかという点は今後の課題である。以上が本稿にお
ける結果の全てである。（証明の詳細、具体的な計算例、応用については本稿では省略したので、詳
しくは [7, 8]をご参照下さい。）
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