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概要
ある実数が b進で単純正規であるとは, その実数を b進展開した際の各桁において, 0から b−1

までの b 個の自然数が平均してそれぞれ 1/b の確率で出現するときに言う. 今回,
√
2 の 2 進展

開に現れる 1 の個数と, Riemann ゼータ関数のある等差数列上の平均値に関する関係式を得た.

これにより,

lim
l→∞

1

l

∑
0<|n|≤2l

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
= 0

が成り立つことと
√
2 が 2 進で単純正規であることは同値となる. この研究は, 筑波大学の齋藤

耕太氏との共同研究である.

1 記号
• Z: 整数全体
• Z≥x: 実数 x以上の整数全体
• N := Z≥1

• ⌊x⌋: 実数 x以下の最大の整数
• ℜ(s): 複素数 sの実部
• ζ(s): Riemannゼータ関数
• logx y := log y/ log x

2 導入
任意の x ∈ R, a ∈ {0, 1, · · · b− 1}と実数 l > 0に対して,

Ab(l; a, x) = #{d ∈ Z : 0 ≤ d ≤ l, ⌊bdx⌋ ∈ a+ bZ}.

と定める. xを x =
∑∞

d=−m cdb
−d と b進展開すると, Ab(l; a, x)は cd = aとなる d ∈ [0, l]の個数

を表す. xが 2進で単純正規であるとは, すべての a ∈ {0, 1, · · · b− 1}に対して

lim
l→∞

A(l; a, x)/l = 1/2
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が成り立つときにいう.

1909年, Borelはほとんどすべての実数が任意の b進で単純正規であることを示した. 具体的な例
を挙げると, 各桁に自然数を小さい順に並べた Champernowne定数:

0.123456789101112131415 . . .

や, 素数を小さい順に並べた Copeland–Erdös定数:

0.23571113171923293137 . . .

が 10進で単純正規であることが知られている. このように, 人工的な数に関する単純正規性において
は, 次の命題によって構成することができる. 証明は, [1, Section 4.2]を参照. ちなみに, この文献で
はより深い主張となっている. ここで, 自然数 cと b ∈ Z≥2 に対して, (c)b で cの b進表記を表すと
する. 例えば, 19 = (19)10 = (10011)2 である.

命題 2.1. b ≥ 2を整数とする. 単調増加数列 (cj)j≥1 ⊂ Nは, 任意の θ > 1と十分大なる自然数 N

に対して cN < Nθ を満たすとする. このとき, 実数

0.(c1)b(c2)b(c3)b(c4)b . . .

は b進単純正規である.

この命題において, 例えば cj = j, b = 10とすれば, Champernowne定数が 10進で単純正規であ
ることが分かる. また cj = j, b = 2とすれば

0.110111001011101111000 . . .

が 2進で単純正規とも分かる. このように, 単純正規な実数はいくらでも構成できるのである. なら
ば考えることはもうない, ということは全くなく, 実は, 人工的でない実数の単純正規性についてはひ
とつも分かっていない. 数学的に重要な無理数である π, e や log 2, さらに代数的に手の届きそうな
√
2に至るまで知られていない. そのような中, 今回,

√
2が 2進で単純正規であることと,

lim
l→∞

1

l

∑
0<|n|≤2l

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
= 0

が成り立つことが同値であることを示した.

3 主定理
記法 3.1. f, g, h を実数値関数, 特に h は非負であるとする. x → ∞ で f(x) = g(x) + o(h(x))

であるとは, 任意の ϵ > 0 に対して x が十分大きければ |f(x) − g(x)| ≤ h(x)ϵ が成り立つとき
にいう. ある定数 C > 0 が存在して, 十分大なる x に対して |f(x) − g(x)| ≤ Ch(x) を満たす
とき, f(x) = g(x) + O(h(x)) とかく. また, f(x) = O(h(x)) を f(x) ≪ h(x) と表す. さらに,

h(x) ≪ f(x) ≪ h(x)が成り立つとき, f(x) ≍ h(x)とかく.



複素数 s と複素数列 (an)n≥1 に対して, 級数 ∑∞
n=1 ann

−s を Dirichlet 級数, 係数の列 (an) を
Dirichlet係数と呼ぶ. 任意のDirichlet級数は, ある σ ∈ R∪{±∞}が存在し, ℜ(s) > σで（絶対）収
束, かつ ℜ(s) < σで（絶対）収束しないことが知られている. このときの軸 ℜ(s) = σを（絶対）収束
軸, 領域 ℜ(s) > σ を（絶対）収束領域という. 二つの Dirichlet級数 α(s) =

∑∞
n=1 f(n)n

−s, β(s) =∑∞
n=1 g(n)n

−s の積もまた Dirichlet級数となる. このときの α(s)β(s)の Dirichlet係数は

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
であり, f ∗ g は f と g の Dirichlet 積と呼ばれる. 主定理を得るうえで重要なのは, 次の Perronの
公式に Dirichlet積を持ち込むことである. 証明は [4, Theorem 5.2, Corollary 5.3]を参照.

補題 3.2 (Perron’s formula). Dirichlet級数 α(s) =
∑∞

n=1 ann
−s の絶対収束軸を σa とおく. この

とき, c > max(0, σa), x > 0, T > 0に関して一様に

∑
n≤x

′an =
1

2πi

∫ c+iT

c−iT

α(s)
xs

s
ds+R

が成り立つ. ここで, Rは

R ≪
∑

x/2<n<2x
n ̸=x

|an|min

(
x

T |x− n|
, 1

)
+

(4x)c

T

∞∑
n=1

|an|
nc

,

を満たすものである. また∑′
n≤x は, xが整数のときのみ n = xの項を 1/2倍して足すことを表す.

Perronの公式は, 左辺が数論的な形で右辺が解析的な形をしており, 数列の部分和の漸近を求める
際などに使われる. xを 2以上の自然数とし, この補題に上の Dirichlet級数 α(s)β(s)を適用すると,

∑
n≤x

(f ∗ g)(n) = 1

2πi

∫ c+iT

c−iT

α(s)β(s)
xs

s
ds+ (errors) (3.1)

となる. 但し, Rや,
∑′

n≤x を
∑

n≤x に変換するときに現れる 1
2 (f ∗ g)(x)は (errors)とした. (3.1)

の左辺は ∑
n≤x

(f ∗ g)(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
=

∑
1≤d≤x

f(d)
∑

1≤m≤x/d

g(m)

と変形できる. 特に f(n) を, n が 2 の偶数べきでかけるとき 1, それ以外で 0 をとるとすると,

x = 22l+1 として

=
∑

1≤22d≤22l+1

∑
1≤m≤22l+1−2d

g(m)

=
∑

0≤d≤l

∑
1≤m≤22l+1−2d

g(m)



=
∑

0≤d≤l

∑
1≤m≤22d+1

g(m)

となる. 従って,
∑

1≤m≤22d+1 g(m)が dに関して 0か 1のみとるように g を調整できれば, 右辺の
式全体は∑1≤m≤22d+1 g(m)が 1をとる dの個数を表すことになる. そこで, g(m)を, mが平方数の
ときに (−1)

√
m−1, それ以外で 0をとるように定めると,

=
∑

0≤d≤l

∑
1≤n2≤22d+1

(−1)n−1

=
∑

0≤d≤l

∑
1≤n≤2d

√
2

(−1)n−1

と変形できる. すると, この右辺の式全体は∑1≤n≤2d
√
2(−1)n−1 = 1となる d ∈ [0, l]の個数を表し

ている. これにより, (3.1)の左辺は

=
∑

0≤d≤l

⌊2d
√
2⌋∈1+2Z

1 = A2(l; 1,
√
2)

となり, A2(l; 1,
√
2)を解析的に評価することができる. まとめれば,

A2(l; 1,
√
2) =

1

2πi

∫ c+iT

c−iT

α(s)β(s)
2(2l+1)s

s
ds+ (errors).

さらに, f, g の定義により, Dirichlet級数 α, β はそれぞれ

α(s) =

∞∑
n=1

f(n)

ns
=

∞∑
n=0

1

22ns
=

1

1− 2−2s
,

β(s) =

∞∑
n=1

g(n)

ns
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2s
= (1− 21−2s)ζ(2s)

であるから, さらに

A2(l; 1,
√
2) =

1

2πi

∫ c+iT

c−iT

1− 21−2s

1− 2−2s
ζ(2s)

2(2l+1)s

s
ds+ (errors)

=:
1

2πi

∫ c+iT

c−iT

Φl(s)ds+ (errors).

これは,
√
2の 2進展開に現れる 1の個数が Riemannゼータ関数の重み付き積分に漸近することを

示している. 次に, この右辺が Riemann ゼータ関数のある等差数列上の平均値に漸近することにつ
いて記述する. σ = −1/4とおく. 右辺の積分路を

c+ iT → σ + iT → σ − iT → c− iT

に変換する. 領域 (σ, c)× iR内で, Φl(s)は

s = sn :=
nπi

log 2
(n ∈ Z)



に極を持ち, それ以外の特異点を持たない. またその留数は

Res
sn=0

Φl(s) = Res
sn=0

(
1− 21−2s

1− 2−2s
ζ(2s)

2(2l+1)s

s

)
=

l

2
+O(1),

Res
sn ̸=0

Φl(s) = ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n−1

2nπi

であるから, 留数定理より

A2(l; 1,
√
2) =

l

2
− 1

2πi

∑
0<|n|≤ log 2

π T

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n

− 1

2πi

(∫ σ+iT

c+iT

+

∫ σ−iT

σ+iT

+

∫ c−iT

σ−iT

)
Φl(s)ds+ (errors)

と変形できる. 右辺の積分について,(∫ σ+iT

c+iT

+

∫ c−iT

σ−iT

)
Φl(s)ds (3.2)

においては, 次の Riemannゼータ関数の評価を使うことで, 主要項に影響を与えないことが示せる.

証明は [3, Theorem 1.9]を参照.

補題 3.3. t ≥ t0 > 0と σ ∈ Rに関して一様に

ζ(σ + it) ≪


1 (σ ≥ 2),

log t (1 ≤ σ ≤ 2),

t
1
2 (1−σ) log t (0 ≤ σ ≤ 1),

t
1
2−σ log t (σ ≤ 0).

また, 積分 ∫ σ+iT

σ−iT

Φl(s)ds

については, Riemannゼータ関数の関数等式

ζ(s) = 2s−1πs sec(πs/2)

Γ(s)
ζ(1− s)

を Φl(s)に適用して ζ の実部を 1より大きくしたのち, 本質的には, 次の stationary phase method

などの回転を捉える手法を用いる. 補題 3.4の証明は [8, Lemma 4.6]参照.

補題 3.4 (the stationary phase method). 閉区間 [a, b] で定義された実関数 F (x) は 3回微分可能
であるとし, c ∈ [a, b]を F ′(c) = 0となる点とする. また, ある λ2, λ3 > 0と A > 0が存在して, 任
意の x ∈ [a, b]に対して

0 < λ2 ≤ −F ′′(x) < Aλ2 (3.3)

|F ′′′(x)| < Aλ3. (3.4)



を満たすとする. このとき,∫ b

a

eiF (x)dx = (2π)
1
2
e−πi/4+iF (c)

|F ′′(c)|1/2
+O(λ

− 4
5

2 λ
1
5
3 )

+O
(
min

(
|F ′(a)|−1, λ

− 1
2

2

))
+O

(
min

(
|F ′(b)|−1, λ

− 1
2

2

))
が成り立つ.

この補題を適用すると,

1

2πi

∫ σ+iT

σ−iT

Φl(s)ds =
l

2
+A2(l; 1,

√
2)−A2(2l; 1,

√
2) + (errors)

を得ることができる. 以上をまとめ,

A2(2l; 1,
√
2) = l − 1

2πi

∑
0<|n|≤ log 2

π T

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
+ (errors). (3.5)

但し, 精密な議論を行うと, Perron の公式での誤差項 R と (3.2) を評価するうえで, T は T ≍
x log x ≍ l22l を満たす必要が出てくる. そこで, l′ を十分大なる実数とし, 2l ≤ l′ − log2 l

′ < 2l + 2

を満たす l ∈ Nをとる. T = π
log 22

l′ とすれば, T ≍ l2l を満たしている. また l′ = 2l +O(log l)だか
ら, (3.5)と合わせて

A2(l
′; 1,

√
2) = A2(2l; 1,

√
2) +O(log l)

=
l′

2
− 1

2πi

∑
0<|n|≤2l′

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
+ (errors).

以上により, 次の主定理が得られる.

定理 3.5. 実数 l > 0に対して

A2(l; 1,
√
2) =

l

2
− 1

2πi

∑
0<|n|≤2l

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
+ o(l) (l → ∞).

特に,
√
2が 2進で単純正規であることと

lim
l→∞

1

l

∑
0<|n|≤2l

ζ

(
2nπi

log 2

)
(−1)n

n
= 0 (3.6)

が成り立つことは同値である.

この定理により, Riemannゼータ関数の等差数列上の平均値が調べられれば,
√
2の 2進展開に出

現する 1の割合が分かることになる. Riemannゼータ関数の等差数列上の平均値の漸近に関する研
究は, SteudingとWegertの論文 [7, Theorem 1.1]から始まった. 彼らは,

∑
0≤n<M ζ(s0 + idn)の

漸近を, 0 < ℜ(s0) < 1, d = 2π/ log k (k ∈ Z≥2)という条件下で求めた. また, Özbekと Steuding

は, [5, 6]にて次のようなより一般の dで漸近式を得ている:

lim
M→∞

1

M

∑
0≤n<M

ζ (s0 + idn) =

{
(1− k−s0)−1 (d = 2πr

log k , r ∈ N, k ∈ Z≥2),

1 otherwise.
(3.7)



ℜ(s0) = 0の評価についていえば, 本論文で
∑

0<|n|≤2l

ζ

(
2nπi

log 2

)
1

n
≪ 1

であることが分かった. この形は (3.6)に似ているように思えるが, (3.6)は依然として示せていない.

とはいえ, 上述した通り, Borelは 1909年にほとんどすべての実数は単純正規であることを証明して
おり,

√
2も単純正規であろうと考えられる. 従って, (3.6)も真と予想するのが最もらしい.

参考文献
[1] Yann Bugeaud, Distribution modulo one and diophantine approximation, Cambridge Uni-

versity Press 2012.
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