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概要
Mishchenko-Fomenko の定理の量子 analog を証明する．g = gl(d,C) のときに Gurevich-

Pyatov-Saponov によって導入された量子微分を用いて量子 argument shift を構成する．ここ
までは Sharygin 准教授（モスクワ大学）との共同研究に基づく．量子 argument shift 代数の
生成元を 2 階までの量子 argument shift について与える．

1 導入
有限次元複素 Lie 環 g の双対空間 g∗ の関数環 C∞(g∗) には Lie 括弧を拡張するような Poisson

括弧がただひとつ存在する．

C∞(g∗)× C∞(g∗)
Poisson 括弧−−−−−−−→ C∞(g∗)x x

g × g
Lie 括弧−−−−−→ g

これを Lie-Poisson 括弧と呼ぶ．g∗ の任意の元 ξ に対して C∞(g∗) の部分代数である対称代数
Sg = C

[
e1, . . . , ed

] 上の線型写像
∂̄ξ = ξ(e1)

∂

∂e1
+ · · ·+ ξ(ed)

∂

∂ed
(1)

は g の基底 (e1, . . . , ed) によらない．可積分系で Sg の Poisson 可換部分代数を見つけることは重
要で，次の定理がある．

Theorem 1 (Mishchenko-Fomenko [1], 1978). C̄ を Sg の Poisson center とするとき

C̄ξ = C̄
[
∂̄ξx, ∂̄

2
ξx, · · · : x ∈ C̄

]
は Poisson 可換である．

Definition 1. C̄ξ を ξ による argument shift 代数と呼ぶ．

これに変形量子化の視点を導入する．Poisson 多様体に対して，双微分作用素 B1, B2, . . .を用い
て定まる積

x ⋆ y = xy + (iℏ)B1(x, y) + (iℏ)2B2(x, y) + · · · (2)
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が結合的で
B1(x, y)−B1(y, x) =

[
x ⋆ y − y ⋆ x

iℏ

]
iℏ=0

= {x, y} (3)

をみたすとき，変形量子化と呼ぶ．条件 (3) は物理学における正準量子化

lim
iℏ→0

xy − yx

iℏ
= {x, y}

に対応している．Kontsevich [2] は任意の Poisson 多様体に対してその変形量子化を構成した．
Poisson 多様体が g∗ と Lie-Poisson 括弧で与えられるとき，Sg の任意の元 x と y に対して，
Kontsevich の変形量子化 (2) は (iℏ) の有限次である．iℏ = 1 とするとき，対称代数 Sg の変形量
子化 (2) と普遍展開代数 Ug は次の可換図式により同型である．

Sg −−−−→ Ug

(2)

x x
Sg × Sg −−−−→ Ug × Ug

, x1 · · ·xn 7→ 1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) · · ·xσ(n), (x1, . . . , xn) ∈ gn.

Sn は n 次対称群を表す．普遍展開代数 Ug は付随する次数付き代数 grUg = Sg の変形量子化で
あると考えることができる．

Problem 1 (Vinberg [3], 1991). argument shift 代数 C̄ξ を付随する次数付き代数に持つような普
遍展開代数 Ug の可換部分代数 Cξ がただひとつ存在するか？

Definition 2. argument shift 代数 C̄ξ を付随する次数付き代数に持つような普遍展開代数 Ug の
可換部分代数 Cξ を ξ による量子 argument shift 代数と呼ぶ．

Problem 1 は Feigin-Frenkel center を用いて

• g が単純で ξ が g∗ ' g の正則元のとき [4, 5]

• g が A, C 型単純のとき [6, 7]

肯定的に解決されている．量子 argument shift 代数 Cξ の生成元は g が単純で E, F 型以外のとき
得られている ([8, 9, 7, 10] とその参考文献を参照)．わたしたちは Gurevich-Pyatov-Saponov [11]

による量子微分に注目した．これは g = gl(d,C) のときに定義される偏微分 (1) の量子 analog で
ある．わたしたちは量子微分を用いて定義される量子 argument shift ∂ξ が Mishchenko-Fomenko

型の定理をみたすことを示した (Theorem 2)．わたしは量子微分の基本公式 (Theorem 3) を用いて
量子 argument shift ∂ξ により生成される量子 argument shift 代数 Cξ の生成元を 2 階までの量子
argument shift について与えた (Theorem 6)．

2 Gurevich-Pyatov-Saponov の量子微分
複素一般線型 Lie 環 gl(d,C) は基底 {

eij : i, j = 1, . . . , d
} と Lie 括弧[

ei1j1 , e
i2
j2

]
= ei2j1δ

i1
j2
− δi2j1e

i1
j2

(4)



により定まる．集合 S に値をとる d 次正方行列全体を M(d, S) で表す．M(d,C) の (j, i) 行列単位
を Ei

j で表す．eij を Ei
j に対応させる gl(d,C) から M(d,C) への線型写像は Lie 環の同型写像で

ある．A が Sgl(d,C) と Ugl(d,C) のいずれかを表すとき M(d,A) の元 e を

e =

e11 · · · e1d
...

. . .
...

ed1 · · · edd

 =

d∑
i,j=1

eij ⊗ Ej
i , M(d,A) = A⊗M(d,C)

により定める．すなわち eij は行列 e の (i, j) 成分である．同じように任意の行列 x の (i, j) 成分を
xi
j で表す．

Remark 1. ∂̄i
j =

∂

∂eji
を Sgl(d,C) = C

[
eij : i, j = 1, . . . , d

] 上の偏微分とするとき ∂̄

Sgl(d,C) → M
(
d, Sgl(d,C)

)
= Sgl(d,C)⊗M(d,C), x 7→ ∂̄x =

d∑
i,j=1

(∂̄i
jx)⊗ Ej

i

は以下の性質によってひととおりに特徴付けられる線型写像である．

1. 任意の複素数 ν に対して ∂̄ν = 0．
2. 任意の複素数値 d 次正方行列 ξ に対して ∂̄ tr(ξe) = ξ．
3. (Leibniz の法則) Sgl(d,C) の任意の元 x と y に対して ∂̄(xy) = (∂̄x)y + x(∂̄y)．

対称代数 Sgl(d,C) を変形量子化である普遍展開代数 Ugl(d,C) に置きかえたとき Remark 1 の 3

条件をみたす線型写像 ∂ は存在しない．なぜなら ∂ をそのような線型写像とするとき交換関係 (4)

により
0 = ∂

(
ei1j1e

i2
j2
− ei2j2e

i1
j1

)
= ∂

(
ei2j1δ

i1
j2
− δi2j1e

i1
j2

)
= Ei2

j1
δi1j2 − δi2j1E

i1
j2

6= 0.

Gurevich-Pyatov-Saponov [11] は Leibniz の法則を修正して線型写像 ∂ が well-defined になるよ
うにした．

Definition 3. gl(d,C) の量子微分 ∂

Ugl(d,C) → M
(
d, Ugl(d,C)

)
= Ugl(d,C)⊗M(d,C), x 7→ ∂x =

d∑
i,j=1

(∂i
jx)⊗ Ej

i

は以下の性質によってひととおりに特徴付けられる線型写像である．

1. 任意の複素数 ν に対して ∂ν = 0．
2. 任意の複素数値 d 次正方行列 ξ に対して ∂ tr(ξe) = ξ．
3. (量子 Leibniz の法則) Ugl(d,C) の任意の元 x と y に対して

∂(xy) = (∂x)y + x(∂y) + (∂x)(∂y).



3 Mishchenko-Fomenko 定理の量子 analog

この節は [12] に基づく．ξij = ξ(eij) と考えることにより，gl(d,C)∗ を M(d,C) と同一視する．
argument shift ∂̄ξ = tr(ξ∂̄) の量子 analog として，量子 argument shift ∂ξ = tr(ξ∂) を考えること
ができる．この節の主定理を述べる．

Theorem 2 (gl(d,C) における Mishchenko-Fomenko 定理の量子 analog). C を Ugl(d,C) の
center とするとき

Cξ = C
[
∂ξx, ∂

2
ξx, · · · : x ∈ C

]
は可換である．

証明について述べる．特性多項式が重根を持たない複素数値 d 次正方行列全体は M(d,C) で稠密
である．さらに対角化を考えることにより，ξ は対角成分がすべて異なる対角行列 diag(z1, . . . , zd)

であるとしてよい．このとき ξ による量子 argument shift 代数はただひとつ存在して{
eii,

∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj

}d

i=1

(5)

の centraliser (集合 (5) のすべての元と交換する Ugl(d,C) の元全体) として与えられる [3, 15]．x

を C の元とするとき

0 = ∂n
ξ

[
eii, x

]
=

[
eii, ∂

n
ξ x

]
, i = 1, . . . , d.

したがって

[∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n

ξ x
]
= 0, i = 1, . . . , d (6)

を示せばよい．

Lemma 1. 部分空間{
x ∈ Ugl(d,C) : tr

(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂x

])
= 0

}
, i = 1, . . . , d (7)

は C を含み ∂ξ で保たれる．

Proof. 次節の Theorem 4 より部分空間 (7) が C を含むことを示すには

tr
(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, en

])
= 0

を示せばよい．これは交換関係[
(en)i1j1 , e

i2
j2

]
=

[
ei1j1 , (e

n)i2j2
]
= (en)i2j1δ

i1
j2
− δi2j1(e

n)i1j2 (8)



により示される．x を部分空間 (7) の元とすると

∂∂ξ
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
=

(
zj1zj2 − zi1zi2

)
∂j1
i1
∂j2
i2

(
ejie

i
j

)
= 0

より

0 = ∂ξ tr
(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂x

])

= tr
(
ξ
[
∂∂ξ

∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂x

])
+ tr

(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂∂ξx

])

+

d∑
i1,i2,j1,j2=1

(
zj1zj2 − zi1zi2

)(
∂j1
i1
∂j2
i2

∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj

)(
∂i1
j1
∂i2
j2
x
)

= tr
(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂∂ξx

])
.

(6) を n についての数学的帰納法により示す．n > 0 として [∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n−1

ξ x
]
= 0 と仮定

する．量子 Leibniz の法則より

0 = ∂ξ
[∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n−1

ξ x
]

=
[
∂ξ

∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n−1

ξ x
]
+

[∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n

ξ x
]
+ tr

(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂∂n−1

ξ x
])

.

∂ξ
∑

j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
=

∑
j ̸=i

zi
zi − zj

と Lemma 1 より

[
∂ξ

∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂n−1

ξ x
]
= tr

(
ξ
[
∂
∑
j ̸=i

ejie
i
j

zi − zj
, ∂∂n−1

ξ x
])

= 0.

Corollary 1. Cξ は ξ による量子 argument shift 代数である．

Proof. C̄ と C は (
tr e, . . . , tr ed

) により自由に生成される．
C̄ = C

[
tr e, . . . , tr ed

]
' C

[
x1, . . . , xd

]
, C = C

[
tr e, . . . , tr ed

]
' C

[
x1, . . . , xd

]
. (9)

ここで行列 e は，左の式においては M
(
d, Sgl(d,C)

) の元とみていて，右の式においては
M

(
d, Ugl(d,C)

) の元とみている．量子 Leibniz の法則の付加項 (
(∂x)(∂y)

)i
j
は ∂i

j(xy) の最高次
の項には寄与しない．したがって grCξ = C̄ξ．

4 量子微分の基本公式と量子 argument shift 代数の生成元
この節は [13, 14] に基づく．前節の量子 argument shift 代数 Cξ の生成元を 2 階までの量子

argument shift について与える．わたしは C の元 x の量子 argument shift ∂n
ξ x を計算するための



量子微分の基本公式を得た．

Definition 4.

f
(n)
± (x) =

(x+ 1)n ± (x− 1)n

2
=

n∑
m=0

1± (−1)n−m

2

(
n

m

)
xm ∈ Z[x].

Theorem 3.

∂(en)ij =

n−1∑
m=0



f
(n−m−1)
+ (e)1j

...

f
(n−m−1)
+ (e)dj

(
(em)i1 · · · (em)id

)
+ f

(n−m−1)
− (e)(em)ij


=

n−1∑
m=0


(em)1j

...
(em)dj

(
f
(n−m−1)
+ (e)i1 · · · f

(n−m−1)
+ (e)id

)
+ (em)ijf

(n−m−1)
− (e)

 .

Proof.

∂(en+1)ij =

n∑
m=0



g
(n)
m (e)1j

...

g
(n)
m (e)dj

(
(em)i1 · · · (em)id

)
+ h(n)

m (e)(em)ij


を仮定して g

(n)
m (x) と h

(n)
m (x) の漸化式を解くことにより得られる．

同型 (9) により有限個の積 x = tr en1 tr en2 · · · に対して量子 argument shift ∂n
ξ x を計算するこ

とが本質的である．次の事実が役に立つ．

Proposition 1.

Ugl(d,C) → M
(
d, Ugl(d,C)

)
, x 7→ x+ ∂x

は代数の準同型写像である．

Proof. 量子 Leibniz の法則より

xy + ∂(xy) = xy + (∂x)y + x(∂y) + (∂x)(∂y) = (x+ ∂x)(y + ∂y).

Theorem 3 と Proposition 1 より次の結果が得られる．f
(−1)
− (x) = tr e−1 = 1 と約束する．

Theorem 4. 有限個の積 x = tr en1 tr en2 · · · に対して

1. x+ ∂x =

n1∑
m1=−1

n2∑
m2=−1

· · ·
(∏

k

f
(nk−mk−1)
− (e)

)(∏
k

tr emk

)
,

2.
(
tr ξ + ∂ξ

)2
x =

n1∑
m1=−1

n2∑
m2=−1

· · · tr
(
ξ
∏
k

f
(nk−mk−1)
− (e)

)(
tr ξ + ∂ξ

)∏
k

tr emk

+

n1∑
m1=−1

n2∑
m2=−1

· · ·
n1−m1−1∑
k1=−1

n2−m2−1∑
k2=−1

· · ·

tr

(
ξ
(
∂ tr

(
ξ
∏
ℓ

f
(nℓ−mℓ−kℓ−2)
− (e)

))∏
ℓ

f
(kℓ)
− (e)

)∏
ℓ

tr emℓ .



Definition 5.

C
(n)
ξ = C

[
∂ξx, . . . , ∂

n
ξ x : x ∈ C

]
.

Cξ = limn→∞ C
(n)
x である．同型 (9) と Theorem 4 より

C
(1)
ξ = C

[
tr
(
ξen

)
: n = 1, 2, . . .

]
,

C
(2)
ξ = C

(1)
ξ

[
τξ

(
0 Pn

PT
m 0

)
: m,n = 0, 1, 2, . . .

]
(10)

が結論される．xT は x の転置行列である．

Definition 6.

τξ(x) = tr

(
ξ ξe · · · ξen−1

)
x


ξ
ξe
...

ξen−1


 =

n∑
i,j=1

xi
j tr

(
ξei−1ξej−1

)
.

Definition 7.

xm


f
(n−1)
+ (x)

...

f
(0)
+ (x)

 = P (m)
n

 x0

...
xm+n−1

 , Pn = P (0)
n .

Definition 8.

σ(x) =


x1
1 x1

2 + x2
1 · · · x1

n + xn
1

0 x2
2 · · · x2

n + xn
2

...
...

. . .
...

0 0 · · · xn
n

 =

n∑
i,j=1

xi
jE

max{i,j}
min{i,j} .

交換関係 (8) より tr
(
ξemξen

)
= tr

(
ξenξem

) が示される．したがって τξ
(
σ(x)

)
= τξ(x) である．

わたしは (10) において次の行列の等式を得た．

Theorem 5.

σ

(
0 Pm+2n

PT
m 0

)
=

n∑
k=0

((
2n− k

k

)
+

(
2n− k − 1

k − 1

))
P

(m+k)
m+k ,

σ

(
0 Pm+2n+1

PT
m 0

)
=

n∑
k=0

(
2n− k

k

)(
P

(m+k)
m+k+1 + P

(m+k+1)
m+k

)
.

Theorem 5 は (11)，(12)，(13)，(14) と同値である．



• 二項係数の等式(
2n1 + n2 + 2n3 + 1

2n3

)
+

(
n2 + 2n3

2n3

)
=

n3∑
n4=0

((
n1 + n2 + n3 + n4 + 1

2n4

)
+

(
n1 + n2 + n3 + n4

2n4

))(
n1 + n3 − n4

2(n3 − n4)

)
, (11)(

2n1 + n2 + 2n3 + 2

2n3

)
+

(
n2 + 2n3

2n3

)
=

n3∑
n4=0

(
n1 + n2 + n3 + n4 + 1

2n4

)((
n1 + n3 − n4 + 1

2(n3 − n4)

)
+

(
n1 + n3 − n4

2(n3 − n4)

))
. (12)

• 多項式の等式

f
(m+2n)
+ (x) + f

(m)
+ (x)x2n =

n∑
k=0

((
2n− k

k

)
+

(
2n− k − 1

k − 1

))
f
(m+k)
+ (x)xk, (13)

f
(m+2n+1)
+ (x) + f

(m)
+ (x)x2n+1 =

n∑
k=0

(
2n− k

k

)(
f
(m+k+1)
+ (x)xk + f

(m+k)
+ (x)xk+1

)
. (14)

(11)，(12)，(13)，(14) は Mathematica により確かめることができる．
In[1]:= FullSimplify[Binomial[2n+m+2l+1,2l]+

Binomial[m+2l,2l]-

Sum[(Binomial[n+m+l+k+1,2k]+Binomial[n+m+l+k,2k])

Binomial[n+l-k,2(l-k)],{k,0,l}],

Element[n|m|l,Integers]&&n>=0&&m>=0&&l>=0]

Out[1]= 0

In[2]:= FullSimplify[Binomial[2n+m+2l+2,2l]+

Binomial[m+2l,2l]-

Sum[Binomial[n+m+l+k+1,2k](Binomial[n+l-k+1,2(l-k)]+

Binomial[n+l-k,2(l-k)]),{k,0,l}],

Element[n|m|l,Integers]&&n>=0&&m>=0&&l>=0]

Out[2]= 0

In[3]:= Fplus[n_][x_]:=((x+1)^n+(x-1)^n)/2

In[4]:= Simplify[Fplus[m+2n][x]+Fplus[m][x]x^(2n)-

Sum[(Binomial[2n-k,k]+Binomial[2n-k-1,k-1])

Fplus[m+k][x]x^k,{k,0,n}],

Element[m|n,Integers]&&m>=0&&n>=0]

Out[4]= 0

In[5]:= Simplify[Fplus[m+2n+1][x]+Fplus[m][x]x^(2n+1)-

Sum[Binomial[2n-k,k](Fplus[m+k+1][x]x^k+

Fplus[m+k][x]x^(k+1)),{k,0,n}],

Element[m|n,Integers]&&m>=0&&n>=0]

Out[5]= 0

(10) と Theorem 5 よりこの節の主定理が得られる．

Theorem 6 (C
(2)
ξ の生成元).

C
(2)
ξ = C

(1)
ξ

[
τξ

(
P (n)
n

)
, τξ

(
P

(n)
n+1 + P (n+1)

n

)
: n = 1, 2, . . .

]
.



Theorem 6 より下記の元は互いに交換する．

C = C
(0)
ξ : tr e, tr e2, tr e3, . . .

C
(1)
ξ : tr

(
ξe
)
, tr

(
ξe2

)
, tr

(
ξe3

)
, . . .

C
(2)
ξ : tr

(
ξ2e

)
, 2 tr

(
ξ2e2

)
+ tr

(
ξeξe

)
, tr

(
ξ2e3

)
+ tr

(
ξeξe2

)
, . . .
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