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概要
この講演では，旗多様体の変形量子化を一般化された放物型誘導表現を経由することによって
構成する．これは Doninらの群同変な場合の研究の類似であり，また De Commerによる複素
数パラメーターのものの形式変数類似でもある．

1 変形量子化と Poisson括弧
本講演で扱うのは次のような概念である：

定義 1.1. 可換 C代数Aに対して，その変形量子化 (deformation quantization)とは位相 CJhK代数
Ah と位相 CJhK加群の同型 Ah

∼= AJhKの組であって，誘導される C線型空間の同型 Ah/hAh
∼= A

が C代数の同型となっているもののことである．

注意. 新たに Ah という位相 CJhK加群を考えるのではなく，AJhK上に次の条件を満たす位相 CJhK
代数の構造を与える積 ∗h を考えても変形量子化の概念と等価である：C双線型形式の列 {mn}∞n=1

を用いて，任意の a, b ∈ Aについて a ∗h bが次のように表せる

a ∗h b = ab+m1(a, b)h+m2(a, b)h
2 + · · · .

そこで本講演ではこれら 2つの定式化を特に区別しない．

さて，可換 C代数 Aの変形量子化 (AJhK, ∗h)が与えられると，次のようにして A上の Poisson

括弧 {–, –}が得られる：
{a, b} = m1(a, b)−m1(b, a).

すなわち，以下の 3つの条件を満たす：

(i) {a, b} = −{a, b} （歪対称性）．
(ii) {{a, b}, c}+ {{b, c}, a}+ {{c, a}, b} = 0 （Jacobi恒等式）．
(iii) {ab, c} = a{b, c}+ {a, c}b （Leibniz則）．

これに関連して次のような微分幾何学的な構造が定義される．
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定義 1.2. 可微分多様体 M と双ベクトル場 π ∈ Γ(M,
∧2

TM) の組が Poisson 多様体 (Poisson

manifold)であるとは，{f, g}π := π(df, dg)が C∞(M)上の Poisson括弧を定めることをいう．

注意. 全ての C∞(M)上の Poisson括弧は Poisson多様体の構造から得られる（Leibniz則による）．
またシンプレクティック多様体 (M,ω)が与えられると，ω を TM ∼= T ∗M によって双ベクトル場と
みなすことで Poisson多様体が定まる．

注意. ここでは可微分多様体に基づいて定式化したが，同様の概念は複素多様体や代数多様体でも考
えられる．

可微分多様体 M について C∞(M) の変形量子化は C∞(M) 上の Poisson 括弧を誘導するので
あったから，M 上の Poisson多様体の構造を定める．この Poisson多様体を与えられた変形量子化
の半古典極限 (semi-classical limit)と呼ぶことがある．
ここまで述べたことについていくつか具体例を述べる．ただし簡単のため C∞(M)そのものでは
なく，その部分 C代数の変形量子化を扱う．

例 (非可換トーラス). M = T2 とし，z, w : T2 −→ Cをそれぞれ第一射影，第二射影とする．する
と z, w が生成する部分 C代数 Aは {znwm}n,m∈Z を基底にもつ．
そこで λ ∈ Cを固定し，Ah を可逆元 u, v と関係式 vu = eλhuv で生成される完備位相 CJhK代数
とする．すると unvm 7−→ znwm により Ah は Aの変形量子化となり，その半古典極限は

λ
∂

∂x
∧ ∂

∂y

で与えられる．ただしここでは局所座標として (x, y) ∈ R2 7−→ (eix, eiy) ∈ T2 を用いている．

例 (equatorial Podleś 球面). M = S2 として，X,Y, Z : S2 −→ C を X(x, y, z) = x +

iy, Y (x, y, z) = x − iy, Z(x, y, z) = z で定める．このときこれらが生成する C∞(S2) の部分 C
代数を Aとすると，A ∼= C[X,Y, Z]/(XY + Z2 − 1)となる．
そこで Ah を生成元 u, v, wと次の関係式で得られる完備位相 CJhK代数とする：

uw = e2hwu, vw = e−2hwv, uv = 1− e2hw2, vu = 1− e−2hw2.

すると unwlvm 7−→ XnZlY mによりAhは変形量子化となり，その半古典極限は局所座標 (x, y, z) =

(cos θ cosφ, sin θ cosφ, sinφ) のもとで

−2i tanφ
∂

∂θ
∧ ∂

∂φ

で与えられる．

次の定理は本講演の内容に直接は関係しないため，事実の紹介のみに留めておく．

定理 1.3 (M. Kontsevich, [Kon03]). 可微分多様体M 上の全ての Poisson構造は C∞(M)の変形
量子化から得られる．



2 量子群とその作用
以下，可逆元 q に対して q 整数や q 二項係数を次のように定義する：

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
,

[
n
k

]
q

=
[n]q

[k]q[n− k]q
.

gを複素半単純 Lie代数，hをその Cartan部分代数，R = R(g, h)を対応するルート系，さらに
正系 R+ を固定し，単純ルートの集合 ∆ をとる．また Killing 形式が h∗ に誘導する双線型形式を
規格化し，短ルートの長さが

√
2となるようにする．こうして得られる h∗ 上の双線型形式を (–, –)

とする．以下 ∆ = {α1, α2, . . . , αr}とし，di と aij を次のように定める（これらは自動的に整数に
なる）：

di =
(αi, αi)

2
, aij =

2(αi, αj)

(αi, αi)
.

これらの記号のもと，Uh(g) を生成元 Ei, Fi,Hi (1 ≤ i ≤ n) と次の関係式により定まる完備位相
CJhK代数として定める：

[Hi,Hj ] = 0,

[Hi, Ej ] = aijEj ,

[Hi, Fj ] = −aijFj ,

[Ei, Fj ] = δij
sinh(diHih)

sinh(dih)
,

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1− aij

k

]
edih

E
1−aij−k
i EjE

k
i = 0,

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1− aij

k

]
edih

F
1−aij−k
i FjF

k
i = 0.

このとき自然に U(h)JhK ⊂ Uh(g)である．

定義 2.1. 複素半単純 Lie代数 gの h進Drinfeld-神保変形 (h-adic Drinfeld-Jimbo deformation)

または h 進量子包絡環 (h-adic quantum enveloping algebra) とは，Uh(g) に次の余積 ∆，対蹠射
S，余単位射 εを与えて位相 Hopf代数としたもののことである：

∆(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, S(H) = −H, ε(H) = 0,

∆(Ei) = Ei ⊗ ediHih + 1⊗ Ei, S(Ei) = −Eie
−diHih, ε(Ei) = 0,

∆(Fi) = Fi ⊗ 1 + e−diHih ⊗ Fi, S(Fi) = −ediHihFi, ε(Fi) = 0.

さて，位相的 CJhK代数の同型 φ : Uh(g) −→ U(g)JhKと F ∈ U(g× g)JhKであって次を満たすも
のが存在することが知られている：

• F = 1 + rh+ · · · . ただし r ∈
∧2

g

• (φ⊗ φ)∆φ−1 = F∆(–)F−1.



またこのような r は一意であり，標準 r 行列 (standard r-matrix)と呼ばれる．具体的には次のよう
に書くことができる．

r =
∑

α∈R+

dαEα ∧ Fα =
1

2

∑
α∈R+

dα(Eα ⊗ Fα − Fα ⊗ Eα), where dα =
(α, α)

2
.

このことを用いると，g に対応する単連結複素半単純 Lie 群 G について O(G) の変形量子化
を構成することができる．まず U(g) の元を G 上の左不変微分作用素と考えて，f ∈ O(G) を
X 7−→ (Xf)(e)により U(g)∗ の元とみなす．するとこれは O(G)の U(g)∗ への埋め込みを与える．
このとき∆∗ : (U(g)⊗ U(g))∗ −→ U(g)∗ は O(G)×O(G)上では積に一致している．そこで同様に
して O(G)JhKを (U(g)JhK)∗ に埋め込み，∆の代わりに F∆(–)F−1 による引き戻しを考える．する
とこれにより O(G)の変形量子化 Oh(G)が定まり，その半古典極限は

(πG)x = drx(r)− dlx(r).

で与えられる．この Poisson構造は Gの演算と整合的であるため，特に (G, πG)は Poisson-Lie群
(Poisson-Lie group)となる．同様のことは Gのコンパクト実形K に対しても考えることができる．

定義 2.2. Aを左U(g)作用付き可換C代数とする．すなわち左U(g)加群構造 (a, x) ∈ A×U(g) 7−→
a ◁ x ∈ A であって次を満たすものを備えているとする：

x ▷ 1 = ε(x)1,

x ▷ ab =
∑
i

(x1,i ▷ a)(x2,i ▷ b), where ∆(x) =
∑
i

x1,i ⊗ x2,i.

このとき Aの Gh 同変変形量子化 (Gh-equivariant deformation quantization)とは，Aの変形量子
化 Ah とその上の連続左 Uh(g)作用であって次を満たすもののことである：

(i) Ah 上の左 Uh(g)作用は Ah/hAh に左 U(g)作用を誘導する．
(ii) 標準的な同型 A ∼= Ah/hAh は左 U(g)作用を保つ．

また右 U(g)作用付き可換 C代数についても同様にして定義する．

Gのコンパクト実形K が右作用する多様体M が与えられると，C∞(M)は自然に左 U(g)作用を
持つ．そこでその Gh 同変変形量子化を考えると，既に述べたようにその半古典極限がとれる．これ
は次の意味でもとのK 作用と整合的である：作用M ×K −→ M は Poisson多様体の射となる．

例. equatorial Podleś 球面は次のようにして左 Uh(sl2)作用付き CJhK 代数となる：
E ▷ X = 0, F ▷ X = eh/2[2]ehZ, H ▷ X = 2X,

E ▷ Y = −q−h/2[2]ehZ, F ▷ Y = 0, H ▷ Y = −2Y,

E ▷ Z = e−h/2X, F ▷ Z = −e−h/2Y, H ▷ Z = 0.

このとき半古典極限として得られる SU(2)作用付きの Poisson多様体は，Poisson-Lie群 SU(2)の
商 Poisson多様体 SO(2)\SU(2)に他ならない．



3 箙多様体の同変変形量子化
S を ∆の有限部分集合とし，PS を対応する Gの放物型部分群，LS をその Levi因子とする．ま

た LS に対応する gの部分 Lie代数を lS とする．このときK 作用付き多様体として箙多様体 G/PS

を考えると，C∞(G/PS)のK 有限部分は自然に右 U(g)作用付可換 C代数としてO(G/LS)と同一
視される．
このことを踏まえて，O(G/LS) の Gh 同変変形量子化としてどのようなものがあるかを考える．

ただしここでは簡単のため S = ∅，つまり P が Borel部分群で LS が極大トーラス場合についての
み考える．このとき G/B はK/T と同一視できることに注意する．
まず XK/T を次のように定義する：

XK/T = {(φα)α∈R+ | φαφβ + 1 = φα+β(φα + φβ) when α, β, α+ β ∈ R+}.

これはアファイン代数多様体であり，次のように K/T 上の Poisson構造で K 作用と整合的なもの
の空間と思える．

命題 3.1 (J. Donin, [Do01]). 任意の φ = (φα)α∈R+ ∈ XK/T について，

πφ = drkT (r) +
∑

α∈R+

φαdαdlk(Eα ∧ Fα)

は K/T 上の Poisson構造であって K の Poisson-Lie群構造と整合的なものを与える．また全ての
そのようなK/T 上の Poisson構造はこのように表せる．

また同論文 [Do01]の中で，J. Doninは各 φ ∈ XK/T について対応する（一般の）箙多様体の Gh

同変変形量子化が存在することを示し，さらに完全な分類定理も示した．ただしこれは XK/T の記
述に基づいて同変変形量子化に関わるコホモロジーの消滅を示したものであり，非構成的である．
主結果はこの同変変形量子化の具体的な構成を与えたことである．方針としては K. De Commer

による複素パラメーターの場合の構成 ([DC13]) を修正し，放物型誘導表現の類似を通じて構成を
行った．
以下その構成を Uh(sl3) の場合に述べる．まず φ ∈ XSU(3)/T に対して完備位相 CJhK 代数

Uh,φ(sl3)を次のように定義する：生成元はHα, Hβ , Eα, Eα+β , Eβ , F̃α, F̃α+β , F̃β であり，定義関
係式は次のとおり：

[Hα, Eα] = 2Eα, [Hα, Eβ ] = −Eβ ,

[Hα, F̃α] = −2F̃α, [Hα, F̃β ] = F̃β ,

[Hβ , Eα] = −Eα, [Hβ , Eβ ] = 2Eβ ,

[Hβ , F̃α] = F̃α, [Hβ , F̃β ] = −2F̃β ,

EβEα − ehEαEβ = Eα+β , F̃αF̃β − e−hF̃βF̃α = (φα + φβ)hF̃α+β ,

Eα+βEα − e−hEαEα+β = 0, F̃αF̃α+β − ehF̃α+βF̃α = 0,

EβEα+β − e−hEα+βEβ = 0, F̃α+βF̃β − ehF̃βF̃α+β = 0,

[Hα,Hβ ] = [Eα, F̃β ] = [Eβ , F̃α] = 0,



[Eα+β , F̃α] = (φα − 1)he−HαhEβ , [Eα, F̃α+β ] =
φα+β + 1

φβ + 1
F̃βe

Hαh,

[Eα+β , F̃β ] = −(φβ + 1)hEαe
Hβh, [Eβ , F̃α+β ] = − (φβ − 1)(φα+β + 1)

(φα + 1)(φβ + 1)
e−HβhF̃α,

[Eγ , F̃γ ] = φγh
sinh(Hγh)

sinh(h)
+ h

cosh(Hγh)

sinh(h)
, (γ = α, β, α+ β)

また Uh,φ(sl3)は自然な左 Uh(sl3)余作用を持ち，特に Uh(sl3)加群M と Uh,φ(sl3)加群 N のテン
ソル積M ⊗N は自然に Uh,φ(sl3)加群となる．
さて，Uh(b) が自然に Uh,φ(sl3) に含まれていることに注意すると，放物型誘導関手

Indφ : Uh(h)-Mod −→ Uh,φ(sl3)-Modが定義できる．次の補題が重要である．

補題 3.2. V, V ′ を Uh(h)の有限次元可積分表現，W を Uh(g)の有限次元可積分表現とする．この
とき次の自然な同型がある：

HomUh(h)(V
′,W ⊗ V ) ∼= HomUh,φ(sl3)(IndφV

′,W ⊗ IndφV ).

そこで V,W に対して idW⊗V : (W⊗V ) −→ W⊗V に対応する準同型をUW,V : Indφ(W⊗V ) −→
W ⊗ IndφV とし，さらに (idW ⊗UW ′,V )UW,W ′⊗V に対応する Uh(h)加群W ⊗W ′ ⊗V の自己準同
型を ΨW,W ′,V とする．このとき（同様の構成が一般の gに対しても定義され）次の主張が成り立つ．

定理 3.3. Ψ ∈ Uh(g× g× h)h⊗̂O(XK/T )JhK であって，そのW ⊗W ′ ⊗ V への作用が ΨW,W ′,V と
なるものが唯一つ存在する．さらにこれは次を満たす．

(i) (1⊗Ψ)(id⊗∆⊗ id)(Ψ) = (id⊗ id⊗∆)(Ψ)(∆⊗ id⊗ id)(Ψ).

(ii) (ε⊗ id⊗ id)(Ψ) = (id⊗ε⊗ id)(Ψ) = 1.

(iii) Ψ = 1− h
∑

α∈R+(1 + φα)dαEα ⊗ Fα ⊗ 1 + · · · .

注意. ここで Ψが O(XK/T )係数の元としてとれることは非自明である．実際 Uh,φ(sl3)の定義関係
式では φ+ 1が分母に登場するため，a prioriには φの多項式でとれることは分からない．

この Ψを用いると，O(G/H)の Gh 同変変形量子化が構成できる．まず標準的な Gh 同変変形量
子化 Oh(G/H)は次のようにスペクトル分解を持つ：

Oh(G/H) ∼=
⊕

W : irr

WUh(h) ⊗W ∗

このとき Oh(G/H)の積は次のように表現のテンソル積と同一視される：
(w ⊗ f)(w′ ⊗ f ′) = (w ⊗ w′)⊗ (f ⊗ f ′).

（ここで右辺はW ⊗W ′に対応するため一般に既約でないが，ここでは無視する）．そこで φ ∈ XK/T

に対して Oh(G/H)上の新たな積 ∗φ を

(w ⊗ f) ∗φ (w′ ⊗ f ′) = Ψ(φ)−1
W,W ′,1(w ⊗ w′)⊗ (f ⊗ f ′)

とする．この変形量子化を Oh,φ(G/H)とすると，その半古典極限が丁度 φ に対応する Poisson多
様体K/T になっている．
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