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概要
nを奇数、F/Qを n次 Galois拡大とすると、F は self-dual basisをもつ。 F に埋め込める
ランク nの既約ルート格子について考えると、n+ 1が平方数でないとき、格子の体積 (判別式)

からルート格子 An は F に埋め込めないことがわかる。本講演では F の self-dual basisを用い
て、任意の奇数 n に対して、ルート格子 Dn が、n + 1 が平方数のときに、ルート格子 An が、
それぞれ構成できることを示す。また、構成したルート格子と符号との対応について議論する。

1 導入
符号理論は、情報の伝達や保存に関する理論で、通信、データ圧縮、誤り訂正、暗号化などの分野

で応用されており、数学や情報工学の融合という点でも注目される分野である。一方で、保型形式
は、複素解析や数論、表現論など多くの分野で重要な役割を果たしており、最近では量子数理や暗号
理論などの分野でも活用されている。その中で 1変数の保型形式 (楕円モジュラー形式)は数学にお
いて極めて重要な研究対象である。符号からモジュラー形式を構成する方法としては、符号から格子
を構成し、その格子のテータ関数を利用する方法がある。偶ユニモジュラー格子というとても性質の
良い格子はその格子のテータ関数がモジュラー形式となる。2元符号の場合は重偶自己双対符号とい
う誤り検出・訂正能力の高い符号から格子を構成すると偶ユニモジュラー格子を構成できる。
自己双対符号とユニモジュラー格子の対応は 2元符号だけでなく、様々な有限環上の符号において
研究されており、その際重要になるのが、符号に対応する格子（特に既約ルート格子）がどのような
体に埋め込めるのかということである。
代数体においては Ebeling [3] により奇素数 p について Ap−1 型ルート格子を Q(ζp) に、Bayer-

Flückiger [1]によりD4、E6、E8 がそれぞれ Q(ζ8)、Q(ζ9)、Q(ζ20)に、de Araujo、Jorge [2]によ
り、自然数 n ≥ 3に対してDn が Q(ζp) (pは素数で、p ≡ 1 mod n ) に埋め込めることが知られて
いる。
本稿では、奇数次の Galois拡大体に埋め込める既約ルート格子を決定する。また、そのルート格
子と符号との対応により、自己双対符号からユニモジュラー格子を構成する方法を考察する。
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2 主定理
主定理 2.1. nを奇数、F/Qを n次 Galois拡大とする。

(1) n ≥ 5に対して、Dn 型の格子 Λ ⊂ F が存在する。
(2) n+ 1 ∈ Q×2 のとき、An 型の格子 Λ ⊂ F が存在する。

主定理 2.2. 主定理 2.1の格子 Λと長さmの Λ∗/Λ-符号 C に対して

C = C⊥ ⇐⇒ ΓC = ΓC⊥

となる格子 ΓC ⊂ F⊕m が存在する。

3 格子と符号
この章では格子と符号の基本事項を述べる。詳細は [3]、[6]を参照。

定義 3.1. Λをランク nの自由 Z-加群とし、双線型形式 〈 , 〉 : Λ× Λ → Rを考える。

1. Λ = (Λ, 〈 , 〉)が格子であるとは 〈 , 〉が正定値対称双線型形式であることすなわち、x ∈ Λ\{0}
に対して 〈x, x〉 > 0であり、かつ x, y ∈ Λに対して 〈x, y〉 = 〈y, x〉を満たすときを言う。

2. 格子 Λが整であるとは x, y ∈ Λに対して 〈x, y〉 ∈ Zを満たすことである。
3. 整格子 Λが偶であるとは x ∈ Λに対して 〈x, x〉 ∈ 2Zを満たすことである。
4. 格子 Λが An 型であるとは Λが次を満たす基底 (e1, . . . , en)を持つときを言う。

〈ei, ej〉 =


2 |j − i| = 0, i.e., j = i,

−1 |j − i| = 1,

0 |j − i| ≥ 2.

5. 格子 Λが Dn 型 (n ≥ 4)であるとは Λが次を満たす基底 (e1, . . . , en)を持つときを言う。

〈ei, ej〉 =


2 |j − i| = 0, i.e., j = i,

−1 (|j − i| = 1 かつ {i, j} 6= {n− 1, n}) または {i, j} = {n− 2, n},
0 (|j − i| ≥ 2 かつ {i, j} 6= {n− 2, n}) または {i, j} = {n− 1, n}.

6. 格子 Λが En 型 (n = 6, 7, 8)であるとは Λが次を満たす基底 (e1, . . . , en)を持つときを言う。

〈ei, ej〉 =


2 |j − i| = 0, i.e., j = i,

−1 (|j − i| = 1 かつ {i, j} 6= {n− 1, n}) または {i, j} = {n− 3, n},
0 (|j − i| ≥ 2 かつ {i, j} 6= {n− 3, n}) または {i, j} = {n− 1, n}.

7. ランク nの格子 Λに対して、双対格子 Λ∗ を次で定義する。

Λ∗ :=
{
x ∈ R⊕n | ∀y ∈ Λ, 〈x, y〉 ∈ Z

}
( R⊕n ' Λ⊗Z Rであり 〈 , 〉を R⊕n × R⊕n に拡張して考える。)



格子 Λが整であることと Λ ⊂ Λ∗ は同値である。本稿では代数体上の整格子について考える。

定義 3.2. F を代数体とする

1. F が総実であるとは任意の準同型写像 F → Cが R上に値をとることである。
2. F がCM (complex multiplication)であるとは、F が [F : F+] = 2となる総実な部分体 F+

をもち、準同型写像 F → R を持たないときを言う。

F が CM体であるとき、Gal(F/F+)は複素共役で生成される。

補題 3.3. F は総実または CM体であるとする。このとき、

Tr = TrF : F × F → Q; (x, y) 7→ TrF/Q(xȳ)

は正定値対称双線型形式である。
特にすべての F 上の部分 Z-加群 Λに対して, (Λ,Tr |Λ×Λ)は格子である。

定義 3.4. Q-ベクトル空間 F の基底 (e1, . . . , en)が self-dualであるとは

Tr(ei, ej) = δi,j (クロネッカーのデルタ)

を満たすことである。

定理 3.5. 奇数次 Galois拡大体 F/Qは self-dual Q-基底を持つ。

Proof. 証明は [4, Theorem 2.1]を参照。

定義 3.6. 自然数 l ≥ 2、m ≥ 1をとる。

1. 長さmの Z/lZ上の符号 C (または、長さmの Z/lZ-符号 C) とは (Z/lZ)⊕m 上の Z/lZ-加
群のことである。

2. C の元を符号語と言う。
3. 符号語 xの成分が iであるものの数を ni(x)で表す。
4. 符号語 xの Euclidean重み wtE(x)を

wtE(x) := (12)n1(x) + · · ·+ (l2)nl(x).

で定義する。
5. x = (x1, · · · , xm), y = (y1, · · · , ym) ∈ (Z/lZ)⊕m に対して内積を

x · y :=

m∑
i=1

xiyi .

で定義する。
6. 長さmの Z/lZ-符号 C の双対符号を次で定義する。

C⊥ := {x ∈ (Z/lZ)⊕m | ∀y ∈ C, x · y = 0}.

7. Z/lZ-符号 C が自己双対であるとは C = C⊥ を満たすことである。



4 奇数次 Galois拡大体上の既約ルート格子
この章では主定理 2.1を証明する。

4.1 Dn 型格子
n は 5 以上の奇数とし、F/Q を n 次 Galois 拡大、(ε1, . . . , εn) を F 上の self-dual Q-基底と

する。

[
e1 · · · en

]
=
[
ε1 · · · εn

]


−1

1
. . .

. . . −1 −1
1 −1


.

とすると、

(TrF/Q(ei · ej)) =



2 −1

−1 2
. . .

−1
. . . −1
. . . 2 −1 −1

−1 2
−1 2


より、(e1, . . . , en)を基底とする格子は F 上の Dn 型格子である。

4.2 An(n+ 1 ∈ Q×2)型格子
a > 0 を偶数、n + 1 = a2（i.e. n は奇数）、F/Q を n 次 Galois 拡大、(ε1, . . . , εn) を F 上の

self-dual Q-基底とする。

[
e1 · · · en

]
=
[
ε1 · · · εn

]


−1 1
a−1

1
. . . .... . . −1

1 −1 1
a−1

−1 a−2
a−1


とすると、

(TrF/Q(ei · ej)) =



2 −1

−1 2
. . .

−1
. . . −1
. . . 2 −1

−1 2 −1
−1 2


となるので、(e1, . . . , en)を基底とする格子は F 上の An 型格子である。



4.3 E7 型、An 型 (n+ 1 /∈ Q×2)格子
n > 0を奇数、F/Qを n次 Galois拡大、(ε1, . . . , εn)を F 上の self-dual Q-基底とする。
Λ ⊂ F を Q-基底 (e1, . . . , en)を持つ格子とすると、

ei =

n∑
j=1

aijεj

を満たす行列 A = (aij)1≤i,j≤n ∈ GLn(Q)が存在し、 detA ∈ Qとなる。
つまり

#(Λ∗/Λ) = det(Tr(ei · ej))1≤i,j≤n = det(A (Tr(εi · εj))1≤i,j≤n
tA) = (detA)2 ∈ Q×2

を満たす。
ここで、An, Dn, En 型の格子 Λは

Λ∗/Λ '


Z/(n+ 1)Z Λが An 型のとき,

(Z/2Z)⊕2 Λが Dn 型かつ nが偶数,

Z/4Z Λが Dn 型かつ nが奇数,

Z/(9− n)Z Λが En 型.

を満たす。(cf.[3]) よって、F 上に En 型、An 型 (n+ 1 /∈ Q×2)の格子は存在しない。

5 Dn 型、An 型格子と符号
この章では主定理 2.2を証明する。

5.1 Dn 型格子と Z/4Z-符号
n は 5 以上の奇数とし、F/Q を n 次 Galois 拡大、(ε1, . . . , εn) を F 上の self-dual Q-基底と

する。

ei =

{
εi + εi+1 (1 ≤ i ≤ n− 1)
εn + ε1 (i = n),

とし、

e∗i =
1

2
εi + (

1

2
εi+1 −

1

2
εi+2 + · · ·+ 1

2
εi−2 −

1

2
εi−1)

=
1

4

(
n−1∑
l=0

(−1)l(n− 2l)ei+l

)
.

とすると、
TrF/Q(e

∗
i · ej) = δij



となる。
Λ =

{
n∑

i=1

aiei

∣∣∣∣∣ ai ∈ Z

}
,

とすると、
Λ∗ =

{
n∑

i=1

aie
∗
i

∣∣∣∣∣ ai ∈ Z

}
.

が成り立つ。

[
e1 · · · en

]



0 −1 −1 0

1 0
... 0

−1 1
. . . 1

...
1 −1 −1
−1 1 1
... −1 −1

1
... 0 0

−1 1 1 −1


=
[
ε1 · · · εn

]


−1

1
. . .

. . . −1 −1
1 −1



より、Λは Dn 型格子であり、
Λ∗/Λ ∼= Z/4Z

を満たす。
写像

ρ : Λ∗ −→ Z/4Z

∈ ∈

n∑
i=1

aie
∗
i 7−→

(
n∑

i=1

ai

)
mod 4

と、
ρ⊕m : (Λ∗)⊕m −→ (Z/4Z)⊕m

∈ ∈ n∑
j=1

aije
∗
j


1≤i≤m

7−→

ρ

 n∑
j=1

aij


1≤i≤m

を考える。
長さmの Z/4Z-符号 C に対して、

ΓC = (ρ⊕m)−1(C)

とすると、ΓC は (Λ∗)⊕m 上の Z-加群であり、x = (xi), y = (yi) ∈ F⊕m に対して、

〈x, y〉 =
m∑
i=1

Tr(xiyi)

を考えると、ΓC は格子となる。



xi =
∑n

l=1 xile
∗
l , yi =

∑n
l=1 yile

∗
l ∈ Λ∗ とすると、

n∑
l=1

yile
∗
l =

n∑
l=1

1

4

n−1∑
j=0

(−1)j(n− 2j)yi(l−j)

 el

より、

Tr(xiyi) =

n∑
l=1

1

4
xil

n−1∑
j=0

(−1)j(n− 2j)yi(l−j)


=

1

4
n

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

yil

)
− 1

4
n

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

yil

)
+

n∑
l=1

1

4
xil

n−1∑
j=0

(−1)j(n− 2j)yi(l−j)


=

1

4
n

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

yil

)
+

n∑
l=1

1

4
xil

n−1∑
j=0

−nyi(l−j) +

n−1∑
j=0

(−1)j(n− 2j)yi(l−j)


=

1

4
n

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

yil

)
+

n∑
l=1

1

4
xil

(n−1)/2∑
j=0

(−4j)yi(l−2j) −
(n−1)/2∑

j=1

(2(n+ 1)− 4j)yi(l−2j+1)


となる。

(n−1)/2∑
j=0

(−4j)yi(l−2j) −
(n−1)/2∑

j=1

(2(n+ 1)− 4j)yi(l−2j+1) ∈ 4Z

であることから、
x, y ∈ (Λ∗)⊕m に対して、

〈x, y〉 ∈ Z ⇐⇒ 1

4

m∑
i=1

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

yil

)
∈ Z ⇐⇒ ρ⊕m(x) · ρ⊕m(y) = 0

が成り立つ。よって、
Γ∗
C = ΓC⊥

となる。
また、

Tr(xixi) =
1

4
n

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

xil

)
+

n∑
l=1

1

4
xil

(n−1)/2∑
j=0

(−4j)xi(l−2j) −
(n−1)/2∑

j=1

(2(n+ 1)− 4j)xi(l−2j+1)





であり、

n∑
l=1

1

4
xil

(n−1)/2∑
j=0

(−4j)xi(l−2j) −
(n−1)/2∑

j=1

(2(n+ 1)− 4j)xi(l−2j+1)


=

n∑
l=1

1

4
(−4 · 0)xilxil

+
∑

1≤s<l≤n
l−s∈2Z

1

4

(
−4

l − s

2
−
(
2(n+ 1)− 4

n+ 1− (l − s)

2

))
xilxis

+
∑

1≤s<l≤n
l−s/∈2Z

1

4

(
−4

n− (l − s)

2
−
(
2(n+ 1)− 4

(l − s) + 1

2

))
xilxis

=
∑
l>s

l−s∈2Z

(s− l)xilxis ∈ 2Z

となることから、x ∈ (Λ∗)⊕m に対して、

〈x, x〉 ∈ 2Z ⇐⇒ 1

4

m∑
i=1

(
n∑

l=1

xil

)(
n∑

l=1

xil

)
∈ 2Z ⇐⇒ wtE(ρ

⊕m(x)) ∈ 8Z

となる。
以上より次が成り立つ。

定理 5.1. 長さmの Z/4Z-符号 C に対して、以下が成り立つ。

1.
C ⊂ C⊥ ⇐⇒ ΓC ⊂ ΓC⊥

2.
C = C⊥ ⇐⇒ ΓC = ΓC⊥

3.
「∀x ∈ C, wtE(x) ∈ 8Z」⇐⇒ ΓCは偶格子

5.2 An 型格子と Z/(n+ 1)Z-符号
a > 0 を偶数、n + 1 = a2（i.e. n は奇数）、F/Q を n 次 Galois 拡大、(ε1, . . . , εn) を F 上の

self-dual Q-基底とする。
Dn 型の時と同様に、

ei =



1
a−1

(
−(a− 1)εi − 2εn +

n∑
l=1

εl

)
(1 ≤ i ≤ n− 1)

1
a−1

(
(a− 1)εi − 2εn +

n∑
l=1

εl

)
(i = n)



e∗i =



1
a(a−1)

(
−a(a− 1)εi − 2εn +

n∑
l=1

εl

)
(1 ≤ i ≤ n− 1)

1
a(a−1)

(
a(a− 1)εi − 2εn +

n∑
l=1

εl

)
(i = n)

Λ =

{
n∑

i=1

aiei | ai ∈ Z

}

Λ∗ =

{
n∑

i=1

aie
∗
i | ai ∈ Z

}

ρ : Λ∗ −→ Z/(n+ 1)Z

∈ ∈

n∑
i=1

aie
∗
i 7−→

(
n∑

i=1

ai

)
mod n+ 1

ρ⊕m : (Λ∗)⊕m −→ (Z/(n+ 1)Z)⊕m

∈ ∈ n∑
j=1

aije
∗
j


1≤i≤m

7−→

ρ

 n∑
j=1

aij


1≤i≤m

x = (xi), y = (yi) ∈ F⊕m に対して、

〈x, y〉 =
m∑
i=1

Tr(xiyi)

とすると、

定理 5.2. 長さmの Z/(n+ 1)Z-符号 C と、格子 ΓC = (ρ⊕m)−1(C)に対して次が成り立つ。

1.
C ⊂ C⊥ ⇐⇒ ΓC ⊂ ΓC⊥

2.
C = C⊥ ⇐⇒ ΓC = ΓC⊥

3.
「∀x ∈ C, wtE(x) ∈ 2(n+ 1)Z」⇐⇒ ΓCは偶格子
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