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概要
本稿の内容は，本田淳史氏 (横浜国立大学) と森本達也氏 (株式会社フレーベル館) との共同
研究 [8] に基づく。 等長変換群の 1-パラメータ部分群の作用で不変な曲面を螺旋曲面という。
Bour の定理は，与えられた螺旋曲面 S に対し，S と等長的な螺旋曲面の 2-パラメータ族が存
在することを主張する。これまで Bour の定理は，外の空間が様々な 3次元リーマン多様体の
場合に拡張されてきた。本稿では，Bour の定理の内在的な一般化として，特異点をもつ螺旋
曲面に対する Bour 型定理の紹介を行う。またその応用として得られる特異点における幾何学
的不変量の外在性の証明の概説を行う。

1 イントロダクション
3次元ユークリッド空間R3 の螺旋運動で不変な曲面を螺旋曲面という。ここで，螺旋運動とは

R3 の等長変換群の非自明な 1-パラメータ部分群の作用とする。螺旋曲面は回転と平行移動により

f(u, v) = (x(u) cos v, x(u) sin v, z(u) + hv)

と表される。ここで，(x(u), z(u))は R2 の平面曲線であり，hはピッチと呼ばれる定数である。
1862年に E. Bourは螺旋曲面に対する以下の定理を証明した。

事実 1.1 (Bourの定理 [1]). R3 の与えられた正則な螺旋曲面に対して，その螺旋曲面に等長的な
螺旋曲面の 2-パラメータ族が存在する。

Bourの定理の概略を紹介する。f : Σ → R3 を螺旋曲面とすると，s座標曲線の族が測地的であ
り t座標曲線の像の族が螺旋運動の軌跡となるような直交座標系 (s, t)が存在する。この (s, t)を
自然なパラメータと呼ぶ。この自然なパラメータ (s, t)に対して第一基本形式 gは C∞ 級正値関数
U(s)を用いて

g = ds2 + U(s)2dt2 (B0)

と表すことができる。逆に与えられた Σ上の自然なパラメータ (s, t)と C∞ 級正値関数 U(s)に対
して，第一基本形式が (B0)と一致するような螺旋曲面を明示的に記述できる。その螺旋曲面は 2-

パラメータ族で与えられる。
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do Carmo-Dajczer [4] は，Bourの定理の応用として平均曲率一定な螺旋曲面の積分表現を得た。
Bourの定理は外の空間の一般化がされてきた。具体的には，

• 3次元ローレンツミンコフスキー空間 R3
1 (Sasahara [26], Ji-Kim [14], Honda [9])

• S2 ×R，H2 ×R，ハイゼンベルグ群 Nil3 (Sa Earp-Toubiana [23]，Sa Earp [22])

• Bianchi-Cartan-Vranceanu (BCV) space (Caddeo-Onnis-Piu [3])

• キリングベクトル場を持つ 3次元リーマン多様体 (Domingos-Onnis-Piu [5])

の螺旋曲面に対して，Bourの定理が証明されている。本研究では Bourの定理の内在的な一般化，
具体的には特異点を持つ螺旋曲面に対する Bourの定理の一般化を行った。

2 定義
ここでは主定理を述べるために必要な定義を行っていく。まず初めに特異点を持つ曲面であるフ
ロンタルと波面の定義を行う。以下，S2 をR3 の単位球面，つまり S2 := {x ∈ R3; ||x|| = 1}と
し，Σを向きづけられた 2次元 C∞ 級多様体とする。

定義 2.1 (フロンタル，波面). C∞ 級写像 f : Σ → R3 がフロンタルであるとは，任意の p ∈ Σに
対して，pの開近傍D，C∞ 級写像 ν : D → S2 で，v ∈ TqΣと q ∈ Dに対して dfq(v) · ν(q) = 0

を満たすものが存在するときをいう。さらに，L := (f, ν) : D → R3 ×S2 がはめ込みになるとき，
フロンタル f : Σ → R3 を波面という。

次に今回の定理で重要になる第一基本形式と等長的の定義を行う。

定義 2.2 (第一基本形式，等長的). フロンタル f : Σ → R3 に対して，誘導計量 g = df · df を第
一基本形式という。Σ̄を向きづけられた 2次元 C∞ 級多様体とし，f : Σ → R3，f̄ : Σ̄ → R3 を
フロンタル，g を f の第一基本形式，ḡ を f̄ の第一基本形式とする。このとき，f と f̄ が等長的で
あるとは，g = ϕ∗ḡ を満たす微分同相写像 ϕ : Σ → Σ̄ が存在するときをいう。

nを正の整数とする。カスプ辺の一般化である n型辺を定義する。

定義 2.3 (n型辺 [19]). C∞ 級写像 f : Σ → R3 が p ∈ Σで n型辺 (n-type edge)であるとは，写
像芽 f : (Σ, p) → (R3, f(p))が原点での写像芽

R2 3 (u, v) 7−→ (un, un+1a(u, v), v) ∈ R3

と A-同値となるような C∞ 級関数 a(u, v)が存在するときをいう。

ここで，A-同値とは以下のように定義される写像芽における同値関係である。N を正の整数
とし，Σ1, Σ2 を C∞ 級多様体，i = 1, 2 に対し fi : Σi → RN を C∞ 級写像とする。pi ∈ Σi

(i = 1, 2) に対して，qi = fi(pi) とするとき，写像芽 fi : (Σi, pi) → (RN , qi) (i = 1, 2) が A-

同値であるとは，微分同相写像芽 φ : (Σ1, p1) → (Σ2, p2), Φ : (RN , q1) → (RN , q2) が存在して



f2 = Φ ◦ f1 ◦ φ−1 となるときをいう。
n型辺の定義において，n = 2の場合は一般化されたカスプ辺と呼ばれる [10]。次に，極限法曲
率の定義を行う。

定義 2.4 ([25, 18]). f : Σ → R3 をフロンタルとし，p ∈ Σ を階数 1 の特異点，つまり
rank(df)p = 1とする。このとき，

κν(p) :=
fvv(p) · ν(p)
‖fv(p)‖2

.

は fu(p) = 0を満たす局所座標系 (u, v)の取り方によらない。κν(p)を f の pにおける極限法曲
率という。さらに，階数 1の特異点 pがジェネリックであるとは，κν(p) 6= 0であるときをいう。

定義 2.5 ([8]). R3 のフロンタルが ジェネリック螺旋 n型辺であるとは，螺旋運動で不変であり，
フロンタルの特異点集合が空でなく，任意の特異点がジェネリック n型辺であるときをいう。

3 主定理
ここで主定理を紹介していく。まず初めに Bour型等長変形定理を紹介する。

定理 3.1 (ジェネリック螺旋 n型辺に対する Bour型等長変形定理 [8]). R3 の与えられたジェネ
リック螺旋 n型辺 Ψ : Σ → R3 に対して，Ψに等長的なジェネリック螺旋 n型辺の 2パラメータ
族 {Ψh,m}h,m が存在する。逆に，Ψに等長的なジェネリック螺旋 n型辺は {Ψh,m}h,m で与えら
れる。

上記の等長変形定理は次の表現公式を用いて示される。

定理 3.2 (ジェネリック螺旋 n型辺に対する Bour型表現公式 [8]). kを正の整数で，n = k+1と
する。J を原点を含む開区間，U(s)を J 上の C∞ 級正値関数で U (i)(0) = 0 (1 ≤ i ≤ k)を満た
すものとする。V (s)を J 上の C∞ 級関数で U ′(s) = skV (s)を満たすものとする。さらに，m,h

を実数 (m > 0)で，
ρh,m(s) :=

√
m2U(s)2 − h2 −m4U(s)2V (s)2

で表される ρh,m(s) が J 上で C∞ 級関数であり，ρh,m(0) 6= 0 を満たすとする。さらに，x(s)，
z(s) : J → R，θ(s, t) : J ×R → Rをそれぞれ ϵ0, ϵ1, ϵ2 ∈ {+1,−1}を用いて

x(s) = ϵ0
√

m2U(s)2 − h2,

z(s) = ϵ2m

∫ s

0

ζkU(ζ)ρh,m(ζ)

m2U(ζ)2 − h2
dζ,

θ(s, t) =
1

m

(
ϵ1t− ϵ2h

∫ s

0

ζkρh,m(ζ)

U(ζ)(m2U(ζ)2 − h2)
dζ

)



とする。このとき，
Ψ(s, t) := (x(s) cos θ(s, t), x(s) sin θ(s, t), z(s) + hθ(s, t))

で表される Ψ : J ×R → R3 は，第一基本形式が
g = s2kds2 + U(s)2dt2 (Bk)

であるようなジェネリック螺旋 n型辺である。
逆に，特異点の近傍で，第一基本形式が (Bk) で与えられる任意のジェネリック螺旋 n 型辺は

R3 の合同変換を除いて上記の Ψで与えられる。

ここで主定理の証明の前に証明に必要な標準パラメータを導入するため，重複度の定義と特異点
をもつ曲線の標準パラメータを紹介する。

定義 3.3 (重複度). I を開区間, n,N を正の整数，u0 を開区間 I 上の点とする，このとき，C∞ 級
写像 γ : I → RN が u0 で重複度 nであるとは，

γ′(u0) = · · · = γ(n−1)(u0) = 0, γ(n)(u0) 6= 0

を満たすときをいう。この u0 を重複度 nの特異点と呼ぶ。

事実 3.4 ([27, 6, 17]). C∞ 級写像 γ : I → RN が u0 で重複度 nとする。この時，∥∥∥∥dγds
∥∥∥∥ = |s|n−1

を満たす座標変換 s = s(u)が存在する。この sを標準パラメータと呼ぶ。

表現公式 (定理 3.2) の証明の概略を述べる。f : Σ → R3 をジェネリック螺旋 n型辺，p ∈ Σを
f の特異点とする。このとき，原点を含む区間 J と J 上の C∞ 級正値関数 U(s)，pを中心とする
座標近傍 (D; s, t)が存在して，φ : D → J ×Rは微分同相写像であり，U (i)(0) = 0 (1 ≤ i ≤ k)

かつ
g = s2kds2 + U(s)2dt2 (Bk)

が成り立つ。このような近傍系 (D; s, t)の存在を示すために，特異点を持つ曲線の標準パラメータ
を用いる。ジェネリック螺旋 n型辺を

f(u, v) = (x(u) cos v, x(u) sin v, z(u) + h v)

と表すとき，特異点は p = (u0, v0)と表される。このとき，(u, t)が直交座標となるような座標変換
(u, v) 7→ (u, t(u, v)) が存在する。各 tに対し，αt(u) := f(u, t) と定める。このとき，αt(u)は u0

で重複度 nとなるので，標準パラメータへの座標変換 s = s(u)が存在する。このとき，f = f(s, t)

は
E = fs · fs = s2k, F = fs · ft = 0, G = ft · ft = U(s)2

をみたす。このことから f の第一基本形式は (Bk) で表されることが示された。逆は Bourの定理
の証明 [1]と同様に示される。



4 主定理の応用
ここでは主定理を用いて得られた応用を 2つ紹介する。

4.1 (n, r)-カスプ辺を持つ螺旋曲面の等長変形
1つ目は (n, r)-カスプ辺を持つ螺旋曲面についての応用例を紹介する。結果の紹介の前に，結果
を述べるために必要な定義や事実，補題を紹介する。以下，(n, r) = (2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 4), (3, 5)

とする。

定義 4.1 ((n, r)-カスプ辺). f : Σ → R3 を C∞ 級写像とする。このとき，特異点 p ∈ Σが (n, r)-

カスプ辺であるとは，写像芽 f : (Σ, p) → (R3, f(p))が写像芽 Fn,r : (R2, 0) → (R3, 0)と A-同
値であるときをいう。ここで，Fn,r : R2 → R3 は Fn,r(u, v) := (un, ur, v) (u, v ∈ R) で定まる
C∞ 級写像とする。Fn,r を標準 (n, r)-カスプ辺という。(2, 3)-カスプ辺のことを単にカスプ辺と
呼ぶ。

次に (n, r)-カスプの定義を紹介する。

定義 4.2 ((n, r)-カスプ). 開区間 I 上で定義される C∞ 級写像 γ : I → R2 に対し，特異点 u0 ∈ I

が (n, r)-カスプであるとは，写像芽 γ : (I, u0) → (R2, γ(u0)) が写像芽 Γn,r : (R, 0) → (R2, 0)

と A-同値であるときをいう。ここで，Γn,r : R → R2 は Γn,r(u) := (un, ur) (u ∈ R) で定まる
C∞ 級写像である。Γn,r を標準 (n, r)-カスプという。(2, 3)-カスプのことを単にカスプと呼ぶ。

ここで (n, r)-カスプの判定法を紹介する。

事実 4.3 ((2, 3), (2, 5), (3, 4), (3, 5)-カスプの判定法, cf. [2], [21]). I を開区間，γ : I → R2 を C∞

級写像，γ′(u0) = 0とする。このとき，

(1) γ が u0 でカスプをもつための必要十分条件は，det(γ′′, γ′′′)(u0) 6= 0 で与えられる。
(2) γ が u0 で (2, 5)-カスプをもつための必要十分条件は，次式が成り立つような実数 c1 ∈ R

が存在することで与えられる。

γ′′′(u0) = c1 γ
′′(u0), det(γ′′, 3γ(5) − 10c1γ

(4))(u0) 6= 0.

(3) γ が u0で (3, 4)-カスプをもつための必要十分条件は，γ′′(u0) = 0かつ det(γ′′′, γ(4))(u0) 6=
0 で与えられる。

(4) γ が u0 で (3, 5)-カスプをもつための必要十分条件は，γ′′(u0) = 0かつ

det(γ′′′, γ(4))(u0) = 0, det(γ′′′, γ(5))(u0) 6= 0

で与えられる。



(2, 7)-カスプの判定法は以下で与えられる。

定理 4.4 ((2, 7)-カスプの判定法 [28, 8]). I を開区間，γ : I → R2 を C∞ 級写像，γ′(u0) = 0と
する。このとき，γ が u0 で (2, 7)-カスプをもつための必要十分条件は，u0 において次式が成り立
つような実数 c1, c2 ∈ Rが存在することで与えられる。

γ′′′ = c1γ
′′, γ(5) − 10

3
c1γ

(4) = c2γ
′′,

det

(
γ′′, γ(7) − 7c1γ

(6) −
(
7c2 −

70

3
c31

)
γ(4)

)
6= 0.

上記の判定法を用いることで以下の命題を得られる。

命題 4.5 ([8]). Ψ : J ×R → R3 を定理 3.2 で与えられるジェネリック螺旋 n型辺とする。この
とき，特異点 p = (0, t) ∈ J ×Rが

(1) カスプ辺であるための必要十分条件は，n = 2かつ U ′′′(0) 6= 0で与えられる。
(2) (2, 5)-カスプ辺であるための必要十分条件は，n = 2かつ U ′′′(0) = 0，U (5)(0) 6= 0で与え
られる。

(3) (2, 7)-カスプ辺であるための必要十分条件は，n = 2 かつ U ′′′(0) = 0，U (5)(0) = 0，
U (7)(0) 6= 0で与えられる。

(4) (3, 4)-カスプ辺であるための必要十分条件は，n = 3かつ U (4)(0) 6= 0 で与えられる。
(5) (3, 5)-カスプ辺であるための必要十分条件は，n = 3かつ U (4)(0) = 0，U (5)(0) 6= 0 で与え
られる。

命題 4.5より，(n, r)-カスプ辺であるための必要十分条件に h,mが含まれず U(s)のみで表され
るため，等長変形で A-同値類が保たれる。このことから，以下の系が得られる。

系 4.6 ([8]). (n, r) = (2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 4), (3, 5)とする。R3 の与えられたジェネリック螺旋
(n, r)-カスプ辺は，ジェネリック螺旋 (n, r)-カスプ辺からなる非自明な等長変形をもつ。この等長
変形はジェネリック螺旋 (n, r)-カスプ辺 s の 2-パラメータ族で与えられる。

4.2 特異点における幾何学的不変量の外在性
主定理の 2つ目の応用を紹介する。まずはじめに不変量の定義を行う。

定義 4.7 (不変量). f : Σ → R3 をフロンタル，pを Σ上の点とする。

• f, p から定まる実数 J(f, p) が不変量であるとは，R3 の等長変換 T と微分同相写像
ϕ : Σ → Σで ϕ(p) = pを満たすものに対して，|J(f, p)| = |J(T ◦ f ◦ ϕ−1, p)|が成り立つ
ときをいう。

• 不変量 J(f, p) が内在的であるとは，任意の f に等長的なフロンタル f̄ : Σ → R3 に対し



て，|J(f, p)| = |J(f̄ , p)|が成り立つときをいう。
• 不変量 J(f, p)が外在的であるとは，J(f, p)が内在的でない，つまり，|J(f, p)| 6= |J(f̄ , p)|
を満たすような f に等長的なフロンタル f̄ : Σ → R3 が存在するときをいう。

例 4.8. ガウス曲率 K は第一基本形式のみで表されるため内在的不変量である。一方，平均曲率
H は外在的不変量である。

以下の事実が知られている。

事実 4.9 ([20, 11, 10]). 実解析的かつジェネリックな一般化されたカスプ辺に対して，極限法曲率
κν は外在的不変量である。

主定理を用いることで，実解析的かつジェネリックな一般化されたカスプ辺をジェネリック螺旋
n型辺に変えても同様のことが成り立つことが分かった。

系 4.10 ([8]). ジェネリック螺旋 n型辺に対して，極限法曲率 κν は外在的である。

系 4.10 は，次の命題を用いて示される。

命題 4.11. Ψ : J ×R → R3 を定理 3.2 で与えられるジェネリック螺旋 n 型辺とする。このと
き，特異点 p = (0, t) ∈ J ×Rにおける極限法曲率 κν は次で与えられる。

κν(p) =
ρh,m(0)

m2U(0)2
.

主定理から，Ψ(s, t)の第一基本形式は (Bk)で表される。一方，κν はm,hに依存するため，κν

は外在的であることがわかる。
[19] において，κν 以外の n型辺に対する様々な不変量が導入された。主定理を用いてそれらの
不変量の外在性を紹介する。

定義 4.12. f : Σ → R3 をフロンタルとし，f の特異点集合 S(f)が Σ内の正則曲線とする。ま
た，p ∈ S(f) を階数 1 の特異点とする。このとき，p の近傍 D̃ で定義されるベクトル場 η で，
η 6= 0かつ任意の q ∈ S(f) ∩ D̃ に対して dfq(ηq) = 0 を満たすものを退化ベクトル場という。

[19]で次の n型辺の判定法が示された。

事実 4.13 ([19]). f : Σ → R3 をフロンタルとし，f の特異点集合 S(f)が Σ内の正則曲線とす
る。また，p ∈ S(f)を階数 1の特異点とする。ξ を ξp ∈ TpS(f)で ξ /∈ ker(dfp)を満たすベクト
ル場とする。このとき，f が p上で n型辺をもつことと，

各 i = 2, . . . , n− 1，各 q ∈ S(f) に対して ηif(q) = 0 が成り立つ (4.1)

ξf(p) と ηnf(p) が線形独立 (4.2)

を満たす退化ベクトル場 η が存在することは同値である。



定義 4.14 ([19]). f : Σ → R3 をフロンタル，p ∈ Σを n型辺とする。ξ, η を (4.1)，(4.2)を満た
すベクトル場とする。このとき，

κt(p) :=
det(ξf, ηnf, ξηnf)

‖ξf × ηnf‖2
(p)− (ξf · ηnf) det(ξf, ηnf, ξ2f)

‖ξf‖2‖ξf × ηnf‖2
(p)

は (4.1), (4.2) を満たすベクトル場 ξ, η の取り方によらない。κt(p)をカスプ的捩率と呼ぶ。また，
i = 1, . . . , nに対して，ωn,n+i を

ωn,n+i(p) =
∥ξf∥(n+i)/n det(ξf, ηnf, ηn+if)

∥ξf × ηnf∥(2n+i)/n
(p)

で定める。ωn,n+1(p) は (4.1), (4.2) を満たすベクトル場 ξ, η の取り方によらない。また，i =

2, . . . , n− 1に対し，ωn,n+1|S(f) = · · · = ωn,n+i−1|S(f) = 0 のとき，ωn,n+i(p)は (4.1), (4.2) を
満たすベクトル場 ξ, η の取り方によらない。ωn,n+i(p)を (n, n+ i)-カスプ的曲率，i = nのとき，
ωn,2n(p)を βn,2n(p)で表し，(n, 2n)-バイアスと呼ぶ。

主結果を用いることで次の命題が得られる。

命題 4.15 ([8]). Ψ : J ×R → R3 を定理 3.2 で与えられるジェネリック螺旋 n型辺とする。この
とき，特異点 p = (0, t) ∈ J ×Rにおけるカスプ的捩率 κt(p)，(n, n+ i)-カスプ的曲率 ωn,n+i(p)，
(n, 2n)-バイアス βn,2n(p)は次で与えられる。

κt(p) =
h

m2U(0)2
,

ωn,n+i(p) = ϵ1ϵ2
m2U(0)U (n+i)(0)

((n− 1)!)(n+i)/nρh,m(0)
,

βn,2n(p) =
ϵ1ϵ2

ρh,m(0)

(
m2U(0)U (2n)(0)

((n− 1)!)2
−

(
2n− 1

n

)
h2

m2U(0)2

)
.

命題 4.15 から，各不変量はm,hに依存しており，第一基本形式が一致しても異なる値をとるた
め，外在的不変量であることがわかる。したがって，次が成り立つ。

系 4.16 ([8]). ジェネリック螺旋 n型辺に対して，極限法曲率 κν，カスプ的捩率 κt，(n, n+ i)-カ
スプ的曲率 ωn,n+i (1 ≤ i ≤ n− 1)，(n, 2n)-バイアス βn,2n は全て外在的不変量である。

5 おわりに
本研究では，特異点をもつ螺旋曲面の等長変形を調べた．これまでの先行研究では Bourの定理
の外在的な一般化，つまり Bourの定理が様々な 3次元リーマン多様体内の螺旋曲面に拡張されて
きたが，Bourの定理の内在的な一般化は得られていなかった．我々は Bourの定理が特異点を持
つ螺旋曲面 (ジェネリック螺旋 n型辺)に対しても成り立つことを示した (定理 3.1，定理 3.2)．さ
らにその応用として，[19]で導入された n型辺の様々な不変量（カスプ的捩率，カスプ的曲率，バ
イアス）が外在的であることを明らかにした．今後は様々な 3次元リーマン多様体内の螺旋曲面に
対して，Bourの定理が成り立つかどうかを調べていきたい．
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