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概要
Hasegawa-Honda-Naokawa-Saji-Umehara-Yamadaは，交叉帽子の内的不変量に注目し，内
在的交叉帽子と呼ばれる半正定値計量の特異点を定義した（2015）．Whitney計量とは，内在的
交叉帽子を許容する半正定値計量のことである．さらに，Hasegawaらは，閉曲面上のWhitney

計量に関する Gauss-Bonnet 型公式を導出した．本講演では，内在的交叉帽子を通過する正則
曲線の測地的曲率測度の有界性，内在的交叉帽子における接ベクトルの角度について解説し，
Hasegawaらによる Gauss-Bonnet型公式を境界付き曲面の場合に一般化した結果を紹介する．

1 導入
Hasegawa-Honda-Naokawa-Saji-Umehara-Yamadaは，滑らかな写像の特異点である交叉帽子特

異点の一般化として，内在的交叉帽子を定義した（[2, Definition 4.1]）．滑らかな写像芽 f :
(
R2, 0

)
→(

R3, 0
)が交叉帽子であるとは，f が次の式で与えられる滑らかな写像芽 fCC :

(
R2, 0

)
→

(
R3, 0

)に
A同値であることである．

fCC (u, v) :=
(
u, uv, v2

)
. (1.1)

ここで，2つの滑らかな写像芽 fi :
(
R2, 0

)
→

(
R3, 0

)
, i = 1, 2が A同値であるとは，2つの微分同

相写像芽 φ :
(
R2, 0

)
→

(
R2, 0

)
, Φ :

(
R3, 0

)
→

(
R3, 0

)が存在して，f2 = Φ ◦ f1 ◦ φ−1 が成り立つ
ことである．つまり，f の領域と余域のそれぞれに適当な座標変換を施して fCC に一致させること
ができるとき，f を交叉帽子と呼ぶのである．
さて，古典的な Gauss-Bonnetの定理は，コンパクトで向きづけられた境界付き 2次元 Riemann

多様体 (M, g)に対して，次の公式で述べられる定理のことである．∫
M

KdA+

∫
∂M

κgdτ = 2πχ (M) . (1.2)

ここで，K は Riemann計量 gのGauss曲率，dA（χ (M)）はM の面積形式（Euler標数），κg は境
界 ∂M の測地的曲率，dτ は gに関する弧長測度を表している．Kuiperは R3 の中の交叉帽子特異点
を許容する閉曲面（境界のないコンパクトな曲面）に対する Gauss-Bonnet型公式を導出し，交叉帽
子特異点は式 (1.2)の ∂M = ∅の場合に影響を与えないことを示した（[4, (7a)]）．その後，Kuiper
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による公式の一般化として，Hasegawaらは 2次元閉多様体上の内在的交叉帽子を許容する半正定値
計量（Whitney 計量と呼ばれる）に関する Gauss-Bonnet 型公式を導出した（[2, Theorem 5.1]）．
本稿では，内在的交叉帽子を通過する滑らかな正則曲線の測地的曲率測度の有界性に関する結果を示
し（定理 2.3），Hasegawaらによる公式を境界付き 2次元多様体の場合に一般化した結果を示す（定
理 3.1）．
本稿は次のように構成されている．§2では，内在的交叉帽子の理論を簡単に説明し，内在的交叉

帽子を通過する滑らかな正則曲線の測地的曲率測度の有界性に関する結果を示す．§3では，内在的
交叉帽子を始点とする初期ベクトルの存在性について言及し，境界付き 2次元多様体上のWhitney

計量に関する Gauss-Bonnet型公式を示す．

2 内在的交叉帽子における測地的曲率測度の有界性
M を（境界を持ちうる）滑らかな 2次元多様体，ds2 をM 上の半正定値計量とする．点 p ∈ M

が ds2 の特異点であるとは，(0, 2)テンソル (
ds2

)
p
: TpM × TpM → Rが退化することである．一

方，ds2 の特異点でない点を ds2 の正則点と呼ぶ．

定義 2.1 ([2, Definition 4.1]) ds2 の特異点 p が内在的交叉帽子であるとは，次の条件を満たす
ような pを中心とする座標系 (u, v)をとれることである．

(1) 原点で
F = G = Gu = Gv = 0, Ev = 2Fu

が成り立つ．ここで，ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 と表している．
(2) 滑らかな関数 EG− F 2 (≥ 0)のヘシアンが原点で消えないことである．

ds2 が内在的交叉帽子だけを許容するとき，ds2 はWhitney計量と呼ばれる．

定義より，内在的交叉帽子 pは EG−F 2の極小値であることがわかるから，pは ds2の孤立特異点
である．また，pは階数 1の特異点，つまり，pにおける退化空間 {v ∈ TpM | ⟨v, w⟩ = 0, ∀w ∈ TpM}
は TpM の 1 次元部分ベクトル空間であることが確かめられる．ここで，任意の p ∈ M と v, w ∈
TpM に対して，⟨v, w⟩ :=

(
ds2

)
p
(v, w) とおいた（[2, Proposition 4.3]）．さらに，滑らかな写像

f : M → R3 の交叉帽子特異点は f の第一基本形式の内在的交叉帽子であることが確かめられる．つ
まり，内在的交叉帽子は交叉帽子特異点の一般化の概念である（[2, Corollary 4.5]）．

事実 2.2 ([2, Definition 4.9, Theorem 4.11]) 次の 3つの式を満たすような内在的交叉帽子を
中心とする座標系 (u, v)と 3つの定数 α02 (> 0), α11, α20 が存在する．

E (u, v) = 1 + (α20)
2
u2 + 2α11α20uv +

(
1 + (α11)

2
)
v2 +O (u, v)

3
,

F (u, v) = α11α20u
2 +

(
1 + (α11)

2
+ α02α20

)
uv + α02α11v

2 +O (u, v)
3
,

G (u, v) =
(
1 + (α11)

2
)
u2 + 2α02α11uv + (α02)

2
v2 +O (u, v)

3
.



ここで，ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 と表していて，O (u, v)
3 は (u, v)に関する階数 3以上の項

を表している．（このような座標系を 2階のWest型座標系と呼ぶ．）

West によって導かれた交叉帽子の標準形の領域の座標系は 2 階のWest 型座標系になっている
ことが確かめられる（[2, Proposition 4.10], [7, Proposition 3.1.1], [1, Proposition 2.1]）．また，
定数 α02, |α11|, α20 は 2 階のWest 型座標系の選び方に依存しない定数であることが確かめられ，
α11 は M の向きに同調する 2 階のWest 型座標系の選び方に依存しないことが確かめられる（[2,

Proposition 4.6, Theorem 4.17]）．
次の結果は，本稿における主結果の 1つである．

定理 2.3 ([3]) M を（境界を持ちうる）滑らかな 2 次元多様体，γ : [0, ε) → M を M 上の
半正定値計量 ds2 の内在的交叉帽子を始点とする滑らかな正則曲線とする．ここで，ε > 0 は
γ ((0, ε)) が ds2 の正則点だけからなるような十分に小さい数である．このとき，測地的曲率
測度 κgdτ は [0, ε) 上の連続な 1 次微分形式である．ここで，dτ は弧長測度，つまり，dτ :=

|γ̇ (t)| dt
(
γ̇ (t) := dγ/dt (t) , |γ̇ (t)| :=

√
⟨γ̇ (t) , γ̇ (t)⟩

)
を表している．

証明. 内在的交叉帽子 p = γ (0) を中心とする 2 階の West 型座標系 (u, v) をとり，γ (t) =

(u (t) , v (t)) と書いて，γ (t) , t ∈ (0, ε) の測地的曲率 κg を ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 の
係数 E,F,G を用いて表すことから始める．γ に沿う接ベクトル場 γ̇, {γ̇ (t) / |γ̇ (t)| , n (t)} が
Tγ(t)M の正の正規直交基底となるような γ に沿う単位法線ベクトル場 n, γ に沿う共変微分 ∇γ̇ γ̇

は，それぞれ次のように表される．

γ̇ (t) = u̇ (t)

(
∂

∂u

)
γ(t)

+ v̇ (t)

(
∂

∂v

)
γ(t)

, (2.1)

n (t) =
− (u̇ (t)F + v̇ (t)G)

√
EG− F 2

√
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G

(
∂

∂u

)
γ(t)

+
u̇ (t)E + v̇ (t)F

√
EG− F 2

√
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G

(
∂

∂v

)
γ(t)

, (2.2)

∇γ̇(t)γ̇ =

{
ü (t) +

u̇ (t)
2
(GEu − 2FFu + FEv)

2 (EG− F 2)
+

u̇ (t) v̇ (t) (GEv − FGu)

EG− F 2

+
v̇ (t)

2
(2GFv −GGu − FGv)

2 (EG− F 2)

}(
∂

∂u

)
γ(t)

+

{
v̈ (t) +

u̇ (t)
2
(2EFu − EEv − FEu)

2 (EG− F 2)
+

u̇ (t) v̇ (t) (EGu − FEv)

EG− F 2

+
v̇ (t)

2
(EGv − 2FFv + FGu)

2 (EG− F 2)

}(
∂

∂v

)
γ(t)

. (2.3)

ここで，E := E (γ (t))などとおいた．また，∇は ds2 の正則点集合上の Levi-Civita接続を表して
いる．なお，式 (2.3)を得るために，次で与えられる Christoffelの記号 Γk

ij , i, j, k = 1, 2を使って



いることに注意する．

Γ1
11 =

GEu − 2FFu + FEv

2 (EG− F 2)
, Γ2

11 =
2EFu − EEv − FEu

2 (EG− F 2)
,

Γ1
12 = Γ1

21 =
GEv − FGu

2 (EG− F 2)
, Γ2

12 = Γ2
21 =

EGu − FEv

2 (EG− F 2)
,

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2 (EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv − 2FFv + FGu

2 (EG− F 2)
.

式 (2.1)-(2.3)を用いて，γ (t) , t ∈ (0, ε)の測地的曲率 κg は次の式で与えられる．

κg (t) :=

〈
∇γ̇(t)γ̇, n (t)

〉
|γ̇ (t)|2

=
(u̇ (t) v̈ (t)− v̇ (t) ü (t))

√
EG− F 2(

u̇ (t)
2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)3/2

+
u̇ (t)

3
(2EFu − EEv − FEu)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)3/2

− v̇ (t)
3
(2GFv −GGu − FGv)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)3/2

+
u̇ (t)

2
v̇ (t) (2EGu − 3FEv −GEu + 2FFu)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)3/2

− u̇ (t) v̇ (t)
2
(2GEv − 3FGu − EGv + 2FFv)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)3/2

. (2.4)

また，dτ =

√
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
Gdtと表されるから，γ (t) , t ∈ (0, ε)の測地的曲率

測度 κgdτ は次の式で与えられる．

κg (t) dτ =

{
(u̇ (t) v̈ (t)− v̇ (t) ü (t))

√
EG− F 2

u̇ (t)
2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G

+
u̇ (t)

3
(2EFu − EEv − FEu)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)

− v̇ (t)
3
(2GFv −GGu − FGv)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)

+
u̇ (t)

2
v̇ (t) (2EGu − 3FEv −GEu + 2FFu)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)

− u̇ (t) v̇ (t)
2
(2GEv − 3FGu − EGv + 2FFv)

2
√
EG− F 2

(
u̇ (t)

2
E + 2u̇ (t) v̇ (t)F + v̇ (t)

2
G
)
 dt. (2.5)

さて，式 (2.4)と (2.5)を使って，pにおける測地的曲率測度 κgdτ の有界性を調べよう．



まず，γ が pにおける退化空間，つまり，v 軸に横断的である場合を考える．このとき，γ を次の
ようにパラメータ表示することができる．

γ (t) = (t, v (t)) , v (0) = 0. (2.6)

式 (2.6)に関して E,F,Gとそれらの偏微分を計算し，これらの結果を (2.4)に代入すると，t > 0に
ついて次の式を得る．

κg (t) =
(α11 + α02v̇ (0)) (α20 + v̇ (0) (2α11 + α02v̇ (0))) + 2v̇ (0)√

(α11 + α02v̇ (0))
2
+ 1

+O (t) .

したがって，κg は [0, ε)上の連続な関数であり，特に，dτ = (1 +O (t)) dtが得られるから，κgdτ

は [0, ε)上の連続な 1次微分形式である．
次に，γ が pにおける退化空間に接している場合を考える．このとき，γ を次のようにパラメータ

表示することができる．
γ (t) = (u (t) , t) , u (0) = u̇ (0) = 0. (2.7)

式 (2.7)に関して E,F,Gとそれらの偏微分を計算し，これらの結果を (2.4)に代入すると，t > 0に
ついて次の式を得る．

κg (t) =
3α11ü (0)2 − α02u

(3) (0)

2t
(
(α02)

2 + ü (0)2
)3/2 − α02u

(4) (0)

3
√

(α02)
2 + ü (0)2

+

ü (0)


9 (α02)

2 u(3) (0)2 + α02α11u
(3) (0)

(
43 (α02)

2 − 11ü (0)2
)

+3

 −6 (α02)
4

+
(
−27 (α11)

2 + 4α02α20 − 3
)
(α02)

2 ü (0)2

+(4α02α20 + 3) ü (0)4




12α02

(
(α02)

2 + ü (0)2
)5/2 +O (t) . (2.8)

また，dτ =

(
t

√
(α02)

2
+ ü (0)

2
+O (t)

2

)
dtが得られるから，測地的曲率測度 κgdτ は t > 0につ

いて次の式で与えられる．

κg (t) dτ =

3α11ü (0)
2 − α02u

(3) (0)

2
(
(α02)

2
+ ü (0)

2
) +O (t)

 dt.

いま，(u, v)は 2階のWest型座標系であるから，α02 > 0であることに注意する（事実 2.2）．した
がって，κgdτ は [0, ε)上の連続な 1次微分形式である． 2

式 (2.8)を観察してみると，次の主張が得られる．

系 2.4 内在的交叉帽子 p ∈ M を始点とする滑らかな正則曲線 γ : [0, ε) → M が pにおける退化空
間に接しているならば，γ の測地的曲率が pにおいて有界であることと，pを中心とする 2階のWest

型座標系 (u, v)に関して γ が次の式でパラメータ付けされることは同値である．

γ (t) = (u (t) , t) , u (0) = u̇ (0) = 0, 3α11ü (0)
2 − α02u

(3) (0) = 0. (2.9)

注意 2.5 式 (2.6)において γ (t) = (t, 0)とおいた場合に，内在的交叉帽子を中心とする極座標に関
する測地的曲率測度の公式が [2, Theorem 5.1]の証明の中で導かれている．



例 2.6 fCC :
(
R2, 0

)
→

(
R3, 0

)を式 (1.1)で定義される交叉帽子とすると，fCC の領域の座標系は
2階のWest型座標系であり，原点における退化空間は v軸である．いま，次の fCC の領域内の 4つ
の曲線 γi, i = 1, 2, 3, 4を考える．

γ1 (t) := (t, t) , γ2 (t) :=

(
t2

2
, t

)
, γ3 (t) :=

(
t3

6
, t

)
, γ4 (t) :=

(
t4

24
, t

)
.

曲線 γ1は v軸に横断的であり，γi, i = 2, 3, 4は v軸に接している．これらの曲線の像 γ̂i := fCC ◦γi
はそれぞれ次のように表される（図.2.1）．

γ̂1 (t) =
(
t, t2, t2

)
, γ̂2 (t) =

(
t2

2
,
t3

2
, t2

)
, γ̂3 (t) =

(
t3

6
,
t4

6
, t2

)
, γ̂4 (t) =

(
t4

24
,
t5

24
, t2

)
.

曲線 γ̂i の測地的曲率 κi
g はそれぞれ次のように計算される．

κ1
g (t) =

6
√
4t2 + 5 (8t2 + 1)

3/2
→ 6√

5
(t → 0) ,

κ2
g (t) =

−sgn (t) 84

(9t2 + 20)
3/2 √

17t2 + 16
→ ∓ 21

40
√
5

(t → ±0) ,

κ3
g (t) =

72
(
t4 − 96t2 − 36

)
t
√
t4 + 144t2 + 144 (16t4 + 9t2 + 144)

3/2
→ −∞ (t → 0) ,

κ4
g (t) =

sgn (t) 96
(
5t6 − 8640t2 − 4608

)
√
t6 + 2304t2 + 2304 (25t6 + 16t4 + 2304)

3/2
→ ∓ 1

12
(t → ±0) .

ここで，κ3
g (t)は t → 0とすると −∞に発散していることに注意する．実際，γ3 は条件 (2.9)を満

たしていない．また，γ̂i の測地的曲率測度 κi
gdτi はそれぞれ次のように計算される．

κ1
g (t) dτ1 =

6dt√
4t2 + 5 (8t2 + 1)

→ 6dt√
5

(t → 0) ,

κ2
g (t) dτ2 =

−sgn (t) 42tdt

(9t2 + 20)
√
17t2 + 16

→ 0dt (t → 0) ,

κ3
g (t) dτ3 =

12
(
t4 − 96t2 − 36

)
dt

√
t4 + 144t2 + 144 (16t4 + 9t2 + 144)

→ −dt

4
(t → 0) ,

κ4
g (t) dτ4 =

sgn (t) 4t
(
5t6 − 8640t2 − 4608

)
dt

√
t6 + 2304t2 + 2304 (25t6 + 16t4 + 2304)

→ 0dt (t → 0) .

故に，1次微分形式 κi
gdτi は原点において連続である．

図.2.1 左から右に，赤線はそれぞれ γ̂i, i = 1, 2, 3, 4を表している．



3 境界付き曲面上のWhitney計量に関する Gauss-Bonnet型公式
M を（境界を持ちうる）滑らかな 2次元多様体，γ : [0, ε) → M をM 上の半正定値計量 ds2 の

内在的交叉帽子 p ∈ M を始点とする滑らかな正則曲線とする．pを中心とする 2階のWest型座標
系 (u, v)をとる．γ が pにおける退化空間，つまり，v 軸に横断的であるならば，γ を式 (2.6)のよ
うにパラメータ表示することができ，このとき t > 0 について γ̇ (t) / |γ̇ (t)| = (1, v̇ (0)) + O (t) を
得る．したがって，γ の p における初期ベクトルは存在する．一方，γ が p における退化空間に接
しているならば，γ を式 (2.7) のようにパラメータ表示することができ，このとき t > 0 について
γ̇ (t) / |γ̇ (t)| = (0, 1/ (α02t)) +O (t)を得る．故に，極限 limt→+0 γ̇ (t) / |γ̇ (t)|は発散する．
上の考察により，次の境界付き 2次元多様体上のWhitney計量に関する Gauss-Bonnet型公式が
得られ，本稿におけるもう 1つの主結果である．これは，[2, Theorem 5.1]の境界付き 2次元多様体
の場合への一般化である．

定理 3.1 ([3]) M をコンパクトで向きづけられた滑らかな境界付き 2 次元多様体，ds2 をM 上の
Whitney計量とする．いま，境界 ∂M は ∂M 上の各特異点における退化空間に横断的であると仮定
する．このとき， ∫

M

KdA+

∫
∂M

κgdτ = 2πχ (M)

が成り立つ．

証明. ds2 の特異点 p ∈ M が内部M\∂M にある場合の公式は，[2, Theorem 5.1]と全く同じ方法
で証明できる．以下，p は境界 ∂M の上にあると仮定する．p の正に向きづけられた 2 階のWest

型座標近傍 (U ;u, v)をとる．D (r)を U に含まれる中心 p, 半径 r > 0の閉円板，{P1, P2}を境界
∂D (r)と ∂M の交わりとする．pが頂点になるように，そして pを始点とする辺たちが pにおける
退化空間に横断的になるように D (r)を三角形分割する．すると，次の式が得られる．∫

D(r)

KdA+

∫
∂D(r)

κgdτ = 2π −
∑
i=1,2

(π − ∠Pi) . (3.1)

ここで，式 (3.1)の左辺の第 1項（第 2項）は [2, Corollary 4.18]（定理 2.3）により well-definedで
ある．こうして主張が証明された． 2
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