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概要
カンドルとは結び目理論のライデマイスター移動を背景に導入された代数系である. カンドル
は結び目理論のみならず, Yang-Baxter の方程式集合論的解, 対称空間等の研究で応用がなされ
ている. 任意のカンドル Q に対してその付随群 As(Q) が群の表示を用いて定義される. 付随群
の構造を調べることはカンドルの構造を調べるのに有効であるが, 付随群は群の表示を用いて定
義されているため, 付随群の構造を調べることは一般には難しい. また, カンドルホモロジーは
状態和における結び目不変量を定義するために導入された概念である. Eisermann[4] によって
2 次カンドルホモロジーを計算するための定理が得られたが, それを使って 2 次カンドルホモロ
ジーを計算する場合, 連結なカンドルの場合であっても、付随群の安定化部分群と交換子部分群
を調べる必要があるため、2次カンドルホモロジーの具体的な計算を完遂することは一般には難
しい. 本稿では, 対合的なカンドル Qに対して As(Q)の剰余群である Asf (Q)を導入し, そこで
得られた結果を用いて, 特定の Coxeterカンドルに対する 2次カンドルホモロジー計算について
紹介する.

1 カンドル
1.1 カンドルとその附随群
空でない集合 Qとその二項演算 ◁ : Q×Q → Qが以下の条件を満たすとき, (Q, ◁) (単に Q) はカ

ンドルという :

1. x ◁ x = x (x ∈ Q),

2. 任意の y ∈ Qに対して, 写像 • ◁ y : Q → Q, x 7→ x ◁ y が全単射,

3. (x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z) (x, y, z ∈ Q).

また, 全ての x, y ∈ Qに対して x ◁2 y = xが成り立つとき, カンドル Qは対合的 (involutive)であ
るという. ◁をカンドル演算として持つカンドル Qの部分集合 Aが ◁のもとでカンドルとなるとき,

Aを Qの部分カンドルという.

Example 1.1（自明カンドル） 任意の空でない集合 Qは x ◁ y = x (x, y ∈ Q)という演算のもとで
対合的カンドルとなる. これを自明カンドルという.
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Example 1.2（二面体カンドル） Rn = Z/mZ とする. 以下の演算のもとで Rn は対合的カンドル
となる. これを二面体カンドルという.

x ◁ y := 2y − x (x, y ∈ Rn).

Example 1.3（Alexander カンドル） Z[T±1] を Laurent 多項式環*1とする. Z[T±1] 加群 M は以
下の演算のもとでカンドルとなる. これを Alexander カンドルという :

x ◁ y := y + T (x− y) (x, y ∈ Q).

全ての x ∈ M に対して T 2(x) = xが成り立つならば, M は対合的カンドルである.

Example 1.4（共役カンドル） 任意の群 Gは, x ◁ y := y−1xy (x, y ∈ Q)という演算のもとでカン
ドルとなる. これを共役カンドルといい, Conj(G)とかく.

Example 1.5（Dehn カンドル） Gを群, SをGの生成系とする. D(S) := ∪g∈Gg
−1SgはConj(G)

の部分カンドルである. これを S の Dehn カンドルといい, D(S) とかく. 全ての s ∈ S に対して
s2 = 1が成り立つならば, D(S)は対合的カンドルである.

Example 1.6（Coxeter カンドル） (W,S)を Coxeter系 (Coxeter系の定義は後で行う)とする. S

の Dehnカンドルを (W,S)に関する Coxeterカンドルといい, QW とかく. 全ての s ∈ S に対して
s2 = 1が成り立つため, Coxeterカンドルは対合的カンドルである.

任意のカンドル Qに対して, Qの付随群 As(Q)が以下のような表示で定義される:

As(Q) := 〈ex (x ∈ Q) | ey−1exey = ex◁y (x, y ∈ Q)〉.

任意のカンドル Qに対して, x · ey := x ◁ y (x, y ∈ Q)となるような As(Q)の Qへの右作用が定義
できる. As(Q)の Qへの右作用による軌道全体の集合を O(Q)とかく. As(Q)が Qに推移的に作用
するとき, Qは連結であるという. 付随群のアーベル化の構造については, 以下の補題が成立する.

Lemma 1.7（[6], Lemma 2.7） Q = tj∈O(Q)Qj をカンドル Qの As(Q)作用による軌道分解とす
る. 各 Qi ∈ O(Q) に対して, well-defined な準同型写像 ηi : As(Q) → Z を以下のように定義する:

ηi : As(Q) → Z

ηi(ex) =

{
1 (if x ∈ Qi)

0 (if x /∈ Qi).

このとき, ⊕j∈O(Q)ηj : As(Q) → Z⊕O(Q) は同型 As(Q)ab ∼= Z⊕O(Q) を誘導する. ただし, Z⊕O(Q)

は Zの O(Q)の濃度分の直積とする.

abAs(Q) : As(Q) → As(Q)ab が全射になることと合わせると, As(Q)は無限群となる.

Remark 1.8 Q をカンドル, R を O(Q) の完全代表系とする. Lemma 1.7 より, 以下の等式が成立
する:

As(Q)ab =
⊕
x∈R

〈[ex]〉, 〈[ex]〉 ∼= Z (x ∈ R).

*1 T + T−1 のような負のべきを含む項が存在する多項式環である.



Remark 1.9 Q 7→ As(Q) によって定義されるカンドルの圏から群の圏への関手は, G 7→ Conj(G)

によって定義される群の圏からカンドルの圏への関手の左随伴となっている. すなわち, 以下のよう
な自然な全単射が存在する:

Hom groups(As(Q), G) ∼= Hom quandles(Q,Conj(G)).

これにより, 付随群はカンドルを理解するのに重要な役割を果たすが, 付随群は群の表示を用いて定
義されているため, その構造を調べるのは一般には難しい.

そこで, 付随群より構造が単純になり得るような群を考える. Qを対合的カンドルとする. Asf (Q)

を以下のような表示で定義する :

Asf (Q) = 〈ex (x ∈ Q) | ey−1exey = ex◁y, e2z = 1 (x, y, z ∈ Q)〉.

また, π : As(Q) → Asf (Q)を ex を ex に写す準同型写像, ZQ := Kerπ とする.

Remark 1.10 実は ZQ は As(Q)の中心に含まれ, {e2x | x ∈ Q}で生成される As(Q)の部分群であ
ることがわかる. Asf (Q) は As(Q)/ZQ と同型となる. これにより, Asf (Q) は As(Q) の剰余群と
思っても良い. さらに, ZQ は {e2x | x ∈ Q}を基底とする自由アーベル群であることが証明できる.

As(Q)は常に無限群となるのに対し, Asf (Q)は有限群になることがある.

Proposition 1.11 Qが有限カンドルであるならば, Asf (Q)は有限群である.

Gが特別な表示を持つとき, 以下の定理が成立する.

Theorem 1.12（H.） G = 〈S | R〉 を群, D(S) を S の Dehn カンドルとする. 全ての s ∈ S

に対して s2 ∈ R であり, R 内の他の関係は w−1swt−1 の形をしているとする. このとき, 全射
As(D(S)) → Gは well-definedな同型 Asf (D(S)) → G, ex 7→ xを誘導する.

Remark 1.8と同様の主張が Asf (Q)ab の場合でも成立する.

Lemma 1.13 対合的カンドル Qに対して, 以下の等式が成立する:

Asf (Q)ab =
⊕
x∈R

〈[ex]〉, 〈[ex]〉 ∼= Z/2Z.

Theorem 1.14は, 新たな 2次カンドルホモロジーの計算公式を与えることに対して重要な役割を
果たす.

Theorem 1.14（H.） π の As(Q)の交換子部分群への制限

π |[As(Q),As(Q)]: [As(Q),As(Q)] → [Asf (Q),Asf (Q)]

は同型写像である.

この同型写像によって以下の結果が得られる.



Theorem 1.15（H.） 任意の対合的カンドル Qに対して, 以下の可換図式はプルバックになる:

As(Q)
abAs(Q)−−−−−→ As(Q)ab

π

y πab

y
Asf (Q)

abAsf (Q)

−−−−−−→ Asf (Q)ab.

さらに, 上の可換図式から誘導されて得られる Eilenberg-MacLane空間*2 からなる可換図式はホ
モトピープルバック*3になる:

K(As(Q), 1) −−−−→ K(As(Q)ab, 1)y y
K(Asf (Q), 1) −−−−→ K(Asf (Q)ab, 1).

Remark 1.16 I を単位閉区間, C(K(Asf (Q)ab, 1)) を I から K(Asf (Q)ab, 1) への連続写像写像全
体の集合, BabAsf (Q), Bπab をそれぞれ abAsf (Q), πab から誘導された連続写像とする. 上記のプル
バックによって As(Q) は {(α, β) ∈ Asf (Q) × As(Q)ab | abAsf (Q)(α) = πab(β)} と群同型となり,

ホモトピープルバックによって K(As(Q), 1 は {(x, γ, y) ∈ K(As(Q), 1) × C(K(Asf (Q)ab, 1)) ×
K(As(Q)ab, 1) | γ(0) = BabAsf (Q)(x), γ(1) = Bπab(y)}とホモトピー同値となる.

1.2 カンドルホモロジー
Q をカンドルとする. n ∈ Z≥1 に対して, CR

n (Q) を Qn を基底とする自由アーベル群とする.

n = 0 のときは, CR
0 (Q) を Q0 := {( )} を基底とする自由アーベル群とする. n < 0 のときは,

CR
n (Q)を自明な群とする. n ∈ Z≥1 に対して, CR

n (Q)の部分群 CD
n (Q)を以下のように定義する:

CD
n (Q) := SpanZ〈(x1, x2, . . . , xn) ∈ Qn | xi−1 = xi for some i ∈ {2, 3, . . . , n}〉.

Cn(Q) := CR
n (Q)/CD

n (Q)とする. また, n ∈ Z≥1に対してバウンダリ写像 ∂R
n : CR

n (Q) → CR
n−1(Q)

を以下のように定義する:

∂R
n (x1, x2, . . . , xn) :=

∑
1≤i≤n

(−1)i((x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

− (x1 ◁ xi, x2 ◁ xi, . . . , xi−1 ◁ xi, xi+1, . . . , xn)).

n ≤ 0のときは, ∂R
n : CR

n (Q) → CR
n−1(Q)を零写像と定義する. ∂(CD

n (Q)) ⊂ CD
n−1(Q)であること

から, バウンダリ写像 ∂n : Cn(Q) → Cn−1(Q)が誘導され, (Cn(Q), ∂n)はチェイン複体となる. こ
のとき, Hn(Q) := Hn((Cn(Q), ∂n))と定義し, Qの n次カンドルホモロジーという.

0次と 1次のカンドルホモロジーについてはよく知られている.

*2 群 G に対して, (G, 1) 型の Eilenberg-MacLane 空間 K(G, 1) とは, その基本群が G と同型で, n(≥ 2) 次ホモト
ピー群が自明になるような位相空間である.

*3 ホモトピープルバックとは対象が位相空間で射が連続写像のホモトピー類となる圏におけるプルバックである. プル
バックの定義に現れる射の等号の代わりにホモトピックを表す記号を使ったものだと思えばよい.



Proposition 1.17 Qをカンドルとする. このとき,

H0(Q) ∼= Z, H1(Q) ∼= Z⊕O(Q),

ただし, Z⊕O(Q) は Zの O(Q)の濃度分の直積とする.

2次のカンドルホモロジーについては, 以下の事実が知られている.

Theorem 1.18（Eisermann [4], Theorem 9.9） Qを連結なカンドル, x0 ∈ Qとする. このとき, 以
下の同型が成立する:

H2(Q) ∼= (StabAs(Q)(x0) ∩ [As(Q),As(Q)])ab,

ただし, StabAs(Q)(x0) は As(Q) の Q への右作用に関する安定化部分群, [As(Q),As(Q)] は As(Q)

の交換子部分群である.

以下の例は 2次カンドルホモロジーに関する既知の結果である.

Example 1.19（Alexander カンドル, [6], Proposition 5.29） M を Z[T±1]加群とし, Alexanderカ
ンドルとみなす. M が連結であるとき,

H2(M) ∼= (M ⊗Z M)/(x⊗ y − Ty ⊗ x)x,y∈M .

Example 1.20（互換全体の集合に関する Dehnカンドル, [4], Example 1.15） Sn (n ≥ 3) を n 次
対称群, Tn ⊂ Sn を互換全体の集合とする. このとき,

H2(D(Tn)) ∼=

{
Z/2Z (n ≥ 4)

0 (n = 3).

Example 1.21（二面体カンドル Rn, [4], Example 1.14） n(≥ 3)奇数とする. このとき, H2(Rn) =

0.

Remark 1.22 2次のカンドルホモロジーを計算するための公式は与えられているが, StabAs(Q)(x0)

と [As(Q),As(Q)]を決定することは一般には難しいため, 2次のカンドルホモロジーを具体的に求め
ることは容易ではない. また, 連結でないカンドルについてもその 2次のカンドルホモロジーを求め
るための公式は存在するが, 形がより複雑になる. 詳細は [6]を参照.

対合的カンドル Qに対して, well-definedな Qへの Asf (Q)の右作用が y · ex := y ∗ x (x, y ∈ Q) と
定義できる. Theorem 1.18の As(Q)を Asf (Q)に変えたものが成立する.

Theorem 1.23（H.） Qを連結なカンドル, x0 ∈ Qとする. このとき, 以下の同型が成立する:

H2(Q) ∼= (StabAsf (Q)(x0) ∩ [Asf (Q),Asf (Q)])ab,

ただし, StabAs(Q)(x0)は Asf (Q)の Qへの右作用に関する安定化部分群である.



2 2次カンドルホモロジー
2.1 Coxeter群
(S,m)を有限集合 S と写像m : S × S → N ∪ {∞}の組で, 以下の条件を満たすとする :

1. 任意の s ∈ S に対してm(s, s) = 1,

2. 任意の異なる 2つの元 s, t ∈ S に対して 2 ≤ m(s, t) = m(t, s) ≤ ∞.

このとき, 群の表示を用いて定義された群

W := 〈s (s ∈ S) | (st)m(s,t) = 1 (s, t ∈ S,m(s, t) < m(s, t) < ∞)〉 (2.1)

を Coxeter 群といい, (W,S) を Coxeter 系という. (W,S) の Coxeter グラフ (単に W の Coxeter

グラフ) とは, 頂点集合が S で, 辺集合が m(s, t) ≥ 3 であるような非順序対 {s, t} ⊂ S であり,

m(s, t) ≥ 4である辺にはm(s, t)がラベル付けされているような, 部分的にラベル付けされている無
向グラフである. さらに, Coxeterグラフが連結であるとき Coxeter群が既約であるといい, Coxeter

群が既約でないときは加約であるという.

(2.1) 内の関係式は以下の 2つの関係式と同値である:

(st)m(s,t) = (ts)m(s,t) (s, t ∈ S, s 6= t,m(s, t) < ∞), s2 = 1 (s ∈ S), (2.2)

ただし (st)m(s,t) は以下のように定義される:

(st)m(s,t) := ststs · · ·︸ ︷︷ ︸
m(s,t)

.

例えば, (st)2 = st, (st)3 = sts, (st)4 = stst である. (2.2) 内の関係式 (st)m(s,t) = (ts)m(s,t)

(m(s, t) < ∞)は以下のように共役を用いて書き換えることできる:

(st)−1
m(s,t)−1t(st)m(s,t)−1 =

{
s if m(s, t) odd,

t if m(s, t) even.
(2.3)

Remark 2.1 Coxeter群は有限鏡映群 (鏡映で生成されている有限群)を一般化した概念である. 有
限 Coxeter 群であることと有限鏡映群であることは同値であることが知られている. また, 任意の
ルート系に対して, 有限鏡映群W (Φ)と単純ルート系 ∆ ⊂ Φが存在して, {sα | sαはα ∈ ∆の鏡映 }
が W (Φ) の生成系となるようにできる. 任意の有限鏡映群 W に対して W = W (Φ) となるような
ルート系 Φ と単純ルート系 ∆ ⊂ Φ が存在する. ルート系と単純ルート系の定義や詳細については
[5]を参照.

既約な有限 Coxeter 群は 10 種類*4に分類されることが知られている. X 型である既約な有限
Coxeter群をW (X)とかく.

*4 An, Bn, Dn, E6, E7, E8, F4, H3, H4, I2(n)型の 10種類の型がある.



Remark 2.2 W が加約な有限 Coxeter群は既約な有限 Coxeter群の直積で表せることが知られてい
る. W がW (X1),W (X2), . . . ,W (Xn)の直積であるとき, W はX1 tX2 t · · · tXn

*5型であるとい
い, W (X1 tX2 t · · · tXn)とかく.

(W,S) を W が有限群である Coxeter 系, Φ を W のルート系とする. Γ ⊂ Φ に対して, WΓ を
{sγ ∈ W | γ ∈ Γ} で生成された W の部分群とする. また, s ∈ S に対し, αs を, s が αs の鏡
映になるような Φ に属するルートとし, Γ(s) を 〈γ, αs〉 = 0 となるようなルート γ 全体の集合
とする. さらに, W の奇 Coxeter グラフとは, 頂点集合が S, 辺集合が {{s, t} | s, t ∈ S は s 6=
tかつm(s, t)が奇数である.}ようなグラフとする.

以下の 2つの定理は, Coxeterカンドルの 2次カンドルホモロジーを計算する際に有用な定理であ
る.

Theorem 2.3（Brink [2], p.466, Theorem） (W,S)をW が有限群であるような Coxeter系, αs を
s ∈ S が αs の鏡映であるようなルート, ZW (s)を sの中心化部分群とする. このとき,

ZW (s) = WΓ(s)∪{±αs}

であり, WΓ(s)∪{±αs} は Γ(s) ∪ {±αs}をルート系として持つ Coxeter群である.

Remark 2.4 WΓ(s) をX 型の Coxeter群とすると, WΓ(s)∪{±αs} はX tA1 型の Coxeter群となる.

Theorem 2.5（Brenti-Reiner-Roichman [3], Proposition 2.1.1） (W,S = {s0, s1, . . . , sn}) を Cox-

eter系, R = {r1, r2, . . . , rn}, ϵ : W → {±1}を全ての s ∈ S に対して ϵ(s) = −1と定義することで
一意に定まる準同型写像とし, f : R → W を f(ri) = s0si　 (i ∈ {1, 2, . . . , n}) で定まる写像とする.

このとき, f は以下のような同型写像を誘導する:

Kerϵ ∼= 〈R | rm(s0,si)
i = (r−1

i rj)
m(si,sj) = 1(1 ≤ i < j ≤ n)〉.

Remark 2.6 W の奇 Coxeterグラフが連結ならば, KerϵはW の交換子部分群となる.

(2.3)と Theorem 1.12から, 以下の命題が成立する.

Proposition 2.7 (W,S)を Coxeter系, ϕ : As(QW ) → W を ϕ(es) = s(s ∈ S)となるような準同型
写像とする. このとき, ϕは well-definedな同型写像 ϕ : Asf (QW ) → W , ex 7→ xを誘導する.

同型写像 ϕの定義域を Asf (QW )の交換子部分群に制限することで, 次の定理が得られる.

Theorem 2.8 WCoxeter群, ϕを Proposition 2.7で現れた同型写像とする. このとき, ϕの定義域
を Asf (QW )の交換子部分群に制限した写像は以下のような同型写像である:

[Asf (QW ),Asf (QW )] ∼= [W,W ].

命題 2.7と Asf (QW ) の QW への作用の定義と Coxeter カンドルの演算の定義から,

StabAsf (Q)(x0) は x0 の中心化部分群と同型になる. Theorem 2.8 と合わせると, 次の定理
が得られる:

*5 この記号の使い方は一般的ではないので注意する.



Theorem 2.9（H.） W をその奇Coxeterグラフが木になるようなCoxeter群, QW をそのCoxeter

カンドル, x0 ∈ QW とする. このとき, 以下の同型が成立する

H2(QW ) ∼= (ZW (x0) ∩ [W,W ])ab,

ただし, ZW (x0)は x0 の中心化部分群である.

(W,S)をその奇 Coxeterグラフが木になるような Coxeter系, s0 ∈ S とする. Theorem 2.3により
ZW (s0) = WΓ(s0)∪{±αs0

} が成立し WΓ(s0)∪{±αs0
} は Coxeter 群となる. さらに, Theorem 2.5 と

Remark 2.6により, 以下の等式が成立する:

ZW (s0) ∩ [W,W ] = Kerϵ |WΓ(s0)∪{±αs0
} .

したがって Theorem 2.5から (ZW (s0)∩ [W,W ])ab の表示が得られ, 2次カンドルホモロジーが計算
できる.

2.2 Coxeterカンドルの 2次カンドルホモロジー
Theorem 2.10（H.） W (X)を X 型の既約な有限 Coxeter群とする. このとき, H2(QW (X))の計
算結果は表 2.1の通りとなる.

Type An(n ≥ 1) Dn(n ≥ 4) E6 E7 E8 I2(n)(n ≥ 3) H4 H3

H2(Q)
0 (n ≤ 2)

Z2 (n ≥ 3)

Z3
2 (n = 4)

Z2
2 (n ≥ 5)

Z2 Z2 Z2 0 (n is odd) Z2 Z2
2

表 2.1 Qが Coxeterカンドル QW (X) であるときの H2(Q)の計算結果

Remark 2.11 An(n ≥ 2)と I2(n)(n ≥ 3は奇数)の場合はそれぞれ Example 1.20と Example 1.21

の結果である.

W を Coxeter群とする. H2(QW (X))の計算方法の手順は以下のようになる.

1. W のルート系と単純ルート系 ∆を選び, α ∈ ∆を 1つ取って固定する.

2. Γ(sα)を決定する. ただし, sα は αの鏡映とする.

3. WΓ(sα)∪{±α} を決定する.

4.
(
Kerϵ |WΓ(sα)∪{±α}

)
ab
の表示を求める.

Example 2.12（Dn 型） n ≥ 4とする. W (Dn)のルート系 Φ(Dn)および単純ルート系 ∆(Dn)は
それぞれ以下のようになる:

Φ(Dn) = {±(ei − ej),±(ei + ej) ∈ Rn | 1 ≤ i < j ≤ n},
∆(Dn) = {ei − ei+1, en−1 + en ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ n− 1}.

ただし, e1, e2, . . . , en は Rn の標準基底である. sを en−1 + en の鏡映としたとき,

Γ(s) = {±(ei − ej),±(ei + ej) | 1 ≤ i < j ≤ n− 2} ∪ {±(en−1 − en)}.



が成立する. このとき, sの中心化部分群 ZW (Dn)(s)は以下のようになる:

ZW (Dn)(s) =


W (A1 tA1 tA1 tA1) (n = 4)

W (A3 tA1 tA1) (n = 5)

W (Dn−2 tA1 tA1) (n ≥ 6).

また, ZW (Dn)(s)の単純ルート系 ∆(ZW (Dn)(s))は以下のようになる:

∆(ZW (Dn)(s)) =


{e1 − e2, e1 + e2, e3 − e4, e3 + e4} (n = 4)

{e2 + e3, e1 − e2, e2 − e3, e4 − e5, e4 + e5} (n = 5)

{ei − ei+1, en−3 + en−2, en−1 − en, en−1 + en ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ n− 3} (n ≥ 6).

s0 = sen−1+en , s1 = sen−1−en とする.

n = 4と仮定する. s2 = se1−e2 , s3 = se1+e2 とおき, Theorem 2.5を使うことで以下の同型が成
立する:

Kerϵ |W (A1⊔A1⊔A1⊔A1)
∼= (Z/2Z)3.

したがってそのアーベル化は (Z/2Z)3 と同型である.

n = 5 と仮定する. s2 = se2+e3 , s3 = se1−e2 , s4 = se2−e3 とおくと, Kerϵ |W (A3⊔A1⊔A1) は
{ri | i = 1, 2, 3, 4}で生成され, 以下のような関係式を持つ:

r2i = 1 (i = 1, 2, 3, 4)

(r−1
1 rj)

2 = (r−1
2 r4)

2 = 1 (j = 2, 3, 4)

(r−1
2 r3)

3 = (r−1
3 r4)

3 = 1.

(r−1
2 r3)

3 = (r−1
3 r4)

3 = 1は [r2]*
6 = [r3] = [r4] ∈ (Kerϵ |W (A3⊔A1⊔A1))ab となる. したがって,

(Kerϵ |W (A3⊔A1⊔A1))ab = 〈r1, r2 | r21 = r22 = 1, r1r2 = r2r1〉 ∼= (Z/2Z)2.

が成立し, Theorem 2.9より, H2(QW (D5))
∼= (Z/2Z)2 が成立する.

n ≥ 6 と仮定する. si = sei−1−ei (i = 2, 3, . . . , n − 2) and sn−1 = sen−3+en−2
とおくと,

Kerϵ |W (Dn−2⊔A1) は {ri | i = 1, 2, . . . , n− 1}で生成され, 以下のような関係式を持つ:

r2i = 1 (i = 1, 2, . . . , n− 1)

(r−1
1 rj)

2 = (r−1
2 r4)

2 = 1 (j = 2, 3, . . . , n− 1)

(r−1
k rk+1)

3 = (r−1
n−3rn−1)

3 = 1 (k = 2, 3, . . . , n− 3)

(r−1
n−1rl)

2 = 1 (l = 2, 3, . . . , n− 4, n− 2)

(r−1
p rq)

2 = 1 (p, q = 2, . . . , n− 2 and |p− q| ≥ 2).

(r−1
k rk+1)

3 = (r−1
n−3rn−1)

3 = 1(k = 2, 3, . . . , n − 3) は [ri] = [ri+1] ∈ (Kerϵ |W (Dn−2⊔A1))ab

(i = 2, 3, . . . , n− 2)となる. したがって,

(Kerϵ |W (Dn−2⊔A1))ab = 〈r1, r2 | r21 = r22 = 1, r1r2 = r2r1〉 ∼= (Z/2Z)2

が成立し, Theorem 2.9より, H2(QW (Dn))
∼= (Z/2Z)2 が成立する.

*6 群 Gの元 g に対し, [g] := g[G,G] ∈ Gab と定義する.
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