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概要
時間に依存するポテンシャルつきシュレディンガー方程式の解の評価は、ポテンシャルの増大
度に依存する.先行研究では,ポテンシャルが 1次増大度を持つときModulation空間での解のノ
ルム評価が得られており,証明にはポテンシャルの増大度が重要な役割を果たす.本講演では、ポ
テンシャルが劣 2次増大度を持つときの,解のModulationノルムの評価を紹介する.

1 導入
本研究では以下のポテンシャルをもつシュレディンガー方程式の解について考える：

i∂tu(t, x) +
1

2
∆u(t, x) = V (t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn, (1)

ただし, i =
√
−1 で, u : R × Rn → C は未知関数, ポテンシャル V : R × Rn → R は既知関数,

∂tu = ∂
∂tu, ∂xju = ∂

∂xj
u (j = 1, . . . , n), ∆ =

n∑
j=1

∂2xj
である. V (t, x)に次の仮定を課す.

仮定 1. V (t, x)は各 t ∈ Rに対して V (t, x) ∈ C∞(Rn
x)であり, ε > 0が存在して,任意の多重指数

α ∈ Zn
+ に対して

|∂αxV (t, x)| ≤ Cα〈x〉2−ε−|α|, (t, x) ∈ R× Rn (2)

をみたす Cα > 0が存在する.

また,波束変換,Modulation空間,Wiener-Amalgum空間を以下で定義する.

定義 1. (波束変換)

f ∈ S ′(Rn), ϕ ∈ S(Rn)\{0}に対し,窓関数 ϕによる f の波束変換を,以下で定める.

Wϕ(t,·)f(x, ξ) :=

∫

Rn

ϕ(t, y − x)f(t, y)e−iy·ξdy (3)
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定義 2. (Modulation空間)

1 ≤ p, q ≤ ∞, ϕ ∈ S(Rn)\{0}, f ∈ S ′(Rn)に対して,

f ∈ Mp,q :⇔ 　 ‖f‖Mp,q
ϕ

=

(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕf(x, ξ)|pdx
) q

p

dξ

) 1
q

< ∞ (4)

定義 3. (Wiener-Amalgum空間)

1 ≤ p, q ≤ ∞, ϕ ∈ S(Rn)\{0}, f ∈ S ′(Rn)に対して,

f ∈ W p,q :⇔ 　 ‖f‖Wp,q
ϕ

=

(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕf(x, ξ)|qdξ
) p

q

dx

) 1
p

< ∞ (5)

また, f ∈ S ′(Rn), φ, ψ ∈ S(Rn)に対して,反転公式

1

〈ψ,φ〉V
∗
ψVφf = f (6)

が成り立つ.([5], Corollary 11.2.7)

2 主定理
本研究では,次の結果が得られた.

定理 1. 実数値関数 V (t, x) は仮定 1 をみたすとする. また, T > 0, CT > 0 が存在し, ϕ0 ∈
S(Rn)\{0} , ϕ(t, x) = e

1
2 it∆ϕ0(x), u(t, x)は (1)の C(R;L2(Rn))での解とする.このとき,

‖u(t, ·)‖Mp,q
ϕ(t,·)

≤ CT ‖u0‖Wp,q
ϕ0

　 (u0(x) = u(0, x) ∈ S(Rn), ∀t ∈ [−T, T ]) (7)

が成り立つ. ただし, 1 ≤ p ≤ ∞とし, p ≥ n
ε のとき q ≥ p, p < n

ε のとき p ≤ q < np
n−pε とする.

Wiener-Amalgum 空間におけるシュレディンガー方程式の研究は,[3],[4] などがある. (1) の解
の Modulation ノルムの評価については,[1] では, p = q で, ポテンシャルが 2 次の増大度を持つと
きの Modulation ノルムが初期値の Modulation ノルムで上から評価することができている. また,

一般の p, q に対しては, ポテンシャルが 1 次の増大度を持つときの Modulation ノルムが初期値の
Modulationノルムで上から評価することができている.本研究は,ポテンシャルが劣 2次の増大度を
持つときに,解のModulation ノルムが初期値のWiener-Amalgum ノルムで上から評価できている
ことが新しい点である.

3 証明の概略
STEP1:解の波束変換を用いた表現
t ∈ R, ξ ∈ Rn に対し,特性曲線 x(s) = x(s; t, x, ξ), ξ = ξ(s; t, x, ξ)を

{
ẋ(s) = ξ(s)

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s; t, x, ξ))
(8)



の解とする.

　この特性曲線と波束変換を用いて,

|Wϕ(t,·)u(x, ξ)| ≤ |Wϕ0u0(x(0, t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))|+
∫ t

0
|Ru(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t, x, ξ))|dτ (9)

が得られる. ここで,Vjk(t, x, y) =
∫ 1
0 ∂xj∂xkV (t, x+ (1− θ)(y − x))(1− θ)dθ に対して,

Ru(t, x, ξ) =
∞∑

j,k=1

∫

Rn

ϕ(t, y − x)Vjk(t, x, y)(yj − xj)(yk − xk)u(t, y)e
−iy·ξdy (10)

とする.

STEP2:各項の評価
次に, C1

T , C
2
T > 0に対して,

‖‖Wϕ0u0(x(0, t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

≤ C1
T ‖‖Wϕ0u0(x, ξ)‖Lq

ξ
‖
Lp

x

(11)

‖‖Ru(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ, ; t, x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

≤ C2
T ‖‖Wϕ(τ,·)u(x, ξ)‖Lp

x
‖
Lq

ξ

(12)

を示す.　
これが示されれば,

‖u(t, ·)‖Mp,q
ϕ(t,·)

≤ C1
T ‖u0‖Wp,q

ϕ0
+C2

T

∫ t

0
‖u(τ, ·)‖Mp,q

ϕ(τ,·)
dτ (13)

がわかるので,Gronwallの不等式を用いれば定理が示される.

証明には,次の補題を用いる.

補題 1. 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞とし, 1 ≤ p′ ≤ p, 1 ≤ q′ ≤ qのとき, u ∈ S′(Rn) , ϕ ∈ S(Rn)\{0}
に対して,

‖u(t, ·)‖Mp,q
ϕ(t,·)

≤ Ct‖u(t, ·)‖Mp′,q′
ϕ(t,·)

(∀t ∈ R) (14)

をみたす Ct > 0が存在する.

補題 2. T > 0 が存在し, τ, t ∈ [−T, T ], x, ξ ∈ Rn に対し, 特性曲線 x(s) = x(s; t, x, ξ), ξ =

ξ(s; t, x, ξ)を {
ẋ(s) = ξ(s)

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s; t, x, ξ))
(15)

の解とする. このとき,

∣∣∣∣
∂x(τ, t, x, ξ)

∂x

∣∣∣∣ ≥ C

を満たす定数 C > 0が存在する.



補題 3. T > 0 が存在し, τ, t ∈ [−T, T ], x, ξ ∈ Rn に対し, 特性曲線 x(s) = x(τ ; t, x, ξ), ξ =

ξ(τ ; t, x, ξ)を {
ẋ(s) = ξ(s)

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s; t, x, ξ))
(16)

の解とする. このとき, X = x(τ ; t, x, ξ)とおく. xから X への変数変換を行い, X = Φ(τ, t, x, ξ)と
すると, x = Φ−1(τ, t,X, ξ)に対し,

∣∣∣∣
∂ξ(τ, t,Φ−1(τ, t,X, ξ), ξ)

∂ξ

∣∣∣∣ ≥ C (17)

を満たす定数 C > 0が存在する.

補題 2,3の証明は [2]を参考にした.

まずは,(11)式を示す. ここでは, X = x(0, t, x, ξ)とし, xから X への変数変換を行う.すると,補
題 2を用いることにより,| ∂x∂X |が有界なので,上から評価することができる.その後,Minkowskiの不
等式を用い,積分順序を入れ替え,補題 3を用いることにより,以下のように評価することができる.

‖‖Wϕ0u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

.

=

(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))|pdx
) q

p

dξ

) 1
q

=

(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(X, ξ(0; t,Φ−1(0, t,X, ξ), ξ))|p
∣∣∣
∂x

∂X

∣∣∣dX
) q

p

dξ

) 1
q

!
(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(X, ξ(0; t,Φ−1(0, t,X, ξ), ξ))|pdX
) q

p

dξ

) 1
q

≤
(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(X, ξ(0; t,Φ−1(0, t,X, ξ), ξ))|qdξ
) p

q

dX

) 1
p

=

(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(X,Ξ)|q
∣∣∣
∂ξ

∂Ξ

∣∣∣dΞ
) p

q

dX

) 1
p

!
(∫

Rn

(∫

Rn

|Wϕ0u0(X,Ξ)|qdΞ
) p

q

dX

) 1
p

= ‖‖Wϕ0u0(x, ξ)‖Lq
ξ
‖
Lp

x

これで (11)式を示すことができた.

次に,(12)式を示す.

最初に, ϕ(t, y) = yjykϕ(t, y), N ∈ Nとし, dη̄ = (2π)−ndη, 2N > nに対し,反転公式,部分積分



を用いて評価すると,以下のようになる.

‖‖Ru(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t, x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

=
1

‖ϕ(τ, ·)‖2L2

∞∑

j,k=1

∥∥∥∥

∥∥∥∥
∫ ∫ ∫

|(1−∆)Nϕjk(τ, y − x(τ ; t, x, ξ))

× Vjk(τ, x(τ ; t, x, ξ), y)ϕ(τ, y − z)|
|Wϕ(τ,·)u(τ, z, η)|
〈η − ξ(τ ; t, x, ξ)〉2N

dzdη̄dy

∥∥∥∥
Lp

x

∥∥∥∥
Lq

ξ

=
1

‖ϕ(τ, ·)‖2L2

∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

∥∥∥∥

∥∥∥∥
∫ ∫ ∫

|∂β1
y ϕjk(τ, y − x(τ ; t, x, ξ))

× ∂β2
y Vjk(τ, x(τ ; t, x, ξ), y)∂

β3
y ϕ(τ, y − z)|

|Wϕ(τ,·)u(τ, z, η)|
〈η − ξ(τ ; t, x, ξ)〉2N

dzdη̄dy

∥∥∥∥
Lp

x

∥∥∥∥
Lq

ξ

ここで,ポテンシャルが劣 2次の増大度を持つことから,

|Vjk(τ, x(τ ; t, x, ξ), y)| ! 〈x(τ ; t, x, ξ) + (1− θ)(y − x(τ ; t, x, ξ))〉−ε

! 〈x(τ ; t, x, ξ)〉−ε〈y − x(τ ; t, x, ξ)〉ε

と評価できるので, (11)式と同様に,変数変換を用いて,Minkowskiの不等式を用いて評価すると,以
下のようになる.

1

‖ϕ(τ, ·)‖2L2

∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

∥∥∥∥

∥∥∥∥
∫ ∫ ∫

|∂β1
y ϕjk(τ, y − x(τ ; t, x, ξ))

× ∂β2
y Vjk(τ, x(τ ; t, x, ξ), y)∂

β3
y ϕ(τ, y − z)|

|Wϕ(τ,·)u(τ, z, η)|
〈η − ξ(τ ; t, x, ξ)2N

dzdη̄dy

∥∥∥∥
Lp

x

∥∥∥∥
Lq

ξ

! 1

‖ϕ(τ, ·)‖2L2

∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

∥∥∥∥

∥∥∥∥
∫ ∫ ∫

|〈y − x(τ ; t, x, ξ)〉1−ε∂β1
y ϕjk(τ, y − x(τ ; t, x, ξ))

× ∂β2
y Vjk(τ, x(τ ; t, x, ξ), y)∂

β3
y ϕ(τ, y − z)|

|Wϕ(τ,·)u(τ, z, η)|
〈η − ξ(τ ; t, x, ξ)2N

〈x(τ ; t, x, ξ)〉−εdzdη̄dy
∥∥∥∥
Lp

x

∥∥∥∥
Lq

ξ

ここで,

φ1(z, η) =
|∂β3

y ϕ(τ, z)|
〈η〉 ,φ2(y) = |〈y〉∂β1

y ϕjk(τ, y)|

とおき,(11)式のときと同様に,1 ≤ r, r′ ≤ ∞を 1
r + 1

r′ =
1
p を満たす実数とし,変数変換, Hölderの



不等式,補題 1,2,3を用いると以下のように評価できる.

‖‖Ru(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t, x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

!
∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

‖‖〈x(τ ; t, x, ξ)〉−εφ2 ∗ (φ1 ∗Wϕ(τ,·)u)(x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t;x, ξ))‖Lp
x
‖
Lq

ξ

!
∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

‖‖〈X〉−εφ2 ∗ (φ1 ∗Wϕ(τ,·)u)(X, ξ(τ ; t;x, ξ)‖
Lp

X
‖
Lq

ξ

!
∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

‖〈X〉−ε‖φ2 ∗ (φ1 ∗Wϕ(τ,·)u)(X,Ξ)‖
Lq

Ξ
‖
Lp

X

!
∞∑

j,k=1

∑

|β1|+|β2|+|β3|≤2N

‖〈X〉−ε‖Lr
X
‖‖φ2 ∗ (φ1 ∗Wϕ(τ,·)u)(X,Ξ)‖

Lq
Ξ
‖
Lr′

X

! ‖‖Wϕ(τ,·)u(τ, ·)‖Lr′
X
‖
Lq

Ξ

! ‖‖Wϕ(τ,·)u(τ, ·)‖Lp
X
‖
Lq

Ξ

これで (12)式が証明できた.
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