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概要
3次の変異版 q超幾何方程式は量子可積分系を背景に持つ 2階の q差分方程式であり, Hatano-

Matsunawa-Sato-Takemuraによって導入された. この方程式を点平等な視点から考察すること
により Euler型積分解と超幾何型級数解を構成した. また, 解の間の線形関係についても述べる.

本講演の内容は神戸大学の信川喬彦氏との共同研究に基づく.

1 導入
Gaussの超幾何級数は次で定義される級数である.

2F1

(
α, β
γ

;x

)
= 1 +

α · β
γ · 1

x+
α(α+ 1) · β(β + 1)

γ(γ + 1) · 1 · 2
x2 + · · · . (1.1)

この級数は, 数学, 物理学, 工学など様々な場面に登場する重要な特殊関数である. この級数は Gauss

の超幾何方程式と呼ばれる次の微分方程式を満たす.[
x(1− x)

d2

dx2
+ (γ − (α+ β + 1)x)

d

dx
− αβ

]
f(x) = 0, (1.2)

この微分方程式は P1 上に 3点の特異点を持つ 2階の Fuchs型方程式の標準的な表示であり, 特異点
の情報を並べた Riemann図式と呼ばれる次のような図によって特徴づけられる: x = 0 x = 1 x = ∞

0 0 α
1− γ γ − α− β β

 . (1.3)

Gaussの超幾何方程式は, 次のような Euler型積分解を持つ.

Ip,q =

∫ q

p

tα−1(1− t)γ−α−1(1− xt)−βdt, p, q ∈ {0, 1, 1
x
,∞}. (1.4)

適切に分枝を決めれば, この積分の間には次のような線形関係がある:


1 1 −1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 −e2πi(α−γ) 1
0 0 1 e2πiα 0 e2πiβ




I0,1
I1, 1x
I0, 1x
I∞,0

I1,∞
I 1

x ,∞

 = 0. (1.5)
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解の間の線形関係を求めることは基本的で重要な問題であり接続問題と呼ぶ. また, このような線形
関係のことを接続関係式という.

次の Riemann図式を持つ 2階の Fuchs型微分方程式を Riemann-Papperitzの方程式という: z = t1 z = t2 z = t3
α1 α2 α3

β1 β2 β3

 . (1.6)

ただし, α1 +α2 +α3 +β1 +β2 +β3 = 1である. Gaussの超幾何微分方程式と Riemann-Papperitz

の方程式は一次分数変換とゲージ変換によって移り合う. そのため, Riemann-Papperitzの方程式の
級数解, 積分解や接続問題は, (1.2), (1.4), (1.5) を適当に変数変換したもので得ることができる. 例
えば, (

z − t1
z − t3

)α1
(
z − t2
z − t3

)α2

2F1

(
α1 + α2 + α3, α1 + α2 + β3

α1 − β1 + 1
;
z − t1
z − t3

t2 − t3
t2 − t1

)
(1.7)

は Riemann-Papperitzの微分方程式の解となる. Riemann-Papperitzの微分方程式は, Gaussの超
幾何微分方程式と等価ではあるが特異点を平等に扱っており, Gaussの超幾何微分方程式の ‘点平等
版’と考えられる.

Heineの q 超幾何方程式と呼ばれる Gaussの超幾何方程式の ‘q 差分版’が知られている:

[x(1− aTx)(1− bTx)− (1− Tx)(1− cq−1Tx)]f(x) = 0. (1.8)

ただし, Txh(x) = h(qx)である. この方程式にも, 級数解, 積分解や接続問題が明示的に知られてい
る. 例えば,

2φ1

(
a, b
c

;x

)
= 1 +

(1− a)(1− b)

(1− c)(1− q)
x+

(1− a)(1− aq)(1− b)(1− bq)

(1− c)(1− cq)(1− q)(1− q2)
x2 + · · · .

といった解を持つ. この級数を Heineの q 超幾何級数と呼ぶ. 適当なパラメータのもと, q → 1とい
う極限で (1.1)に退化する. このようなとき, Heineの q 超幾何級数は Gaussの超幾何級数の q 類似
(1パラメータ拡張)であるという.

本稿では, 3次の変異版 q 超幾何方程式と呼ばれる次の方程式を考える:

H3f(x) = 0, (1.9)

H3 =

3∏
i=1

(x− qhi+1/2ti) · T−1
x + q2α+1

3∏
i=1

(x− qli−1/2ti) · Tx

+ qα
[
−(q + 1)x3 + q1/2

3∑
i=1

(qhi + qli)tix
2

− q(h1+h2+h3+l1+l2+l3+1)/2t1t2t3

3∑
i=1

((q−hi + q−li)/ti)x

+ q(h1+h2+h3+l1+l2+l3)/2(q + 1)t1t2t3

]
. (1.10)

この方程式は, Hatano-Matsunawa-Sato-Takemura [5] によって導入され, Riemann-Papperitz の
微分方程式に退化することが示されている. q 差分方程式の理論において, q シフト作用素 Tx の固



定点 x = 0,∞ は特別である. そのため, 1 次分数変換を行うことは非常に困難である. このこと
が理由で, 方程式 (1.9) の解を q 超幾何方程式からの変数変換によって得ることは難しい. しかし,

Riemann-Papperitz の微分方程式の q 類似であるという視点は重要で, その考えを基にして解を構
成し接続関係式を与える.

最後に, よく使う記号をまとめておく.

q 上昇階乗ベキ：

(a)∞ =

∞∏
i=0

(1− aqi), (a)n =
(a)∞

(aqn)∞
, (a1, . . . , aM )n = (a1)n · · · (aM )n.

テータ関数：

θ(z) = (q, z, q/z)∞, θ(z1, . . . , zM ) = θ(z1) · · · θ(zM ).

Jackson積分： ∫ σ

0

f(t)dqt = (1− q)σ

∞∑
i=0

f(σqi)qi,

∫ σ∞

0

f(t)dqt = (1− q)σ

∞∑
i=−∞

f(σqi)qi,∫ σ2

σ1

f(t)dqt =

∫ σ2

0

f(t)dqt−
∫ σ1

0

f(t)dqt.

q シフト作用素：Txf(x) = f(qx).

2 H3 の Euler型積分解
ここでは 3次の変異版 q 超幾何方程式の積分解を導出する. Riemann-Papperitz の微分方程式は
次の積分解を持つ.

(z − t1)
α1(z − t2)

α2(z − t3)
α3

∫
C

(t− t1)
α2+α3+β1−1(t− t2)

α1+α3+β2−1(t− t3)
α1+α2+β3−1(t− z)−α1−α2−α3dt.

(2.1)

積分 (2.1)の q 類似を考えれば良いので, 次の Jackson積分を考える.∫
C

(q−ν0xt)∞
(xt)∞

(q−ν1t1t)∞
(t1t)∞

(q−ν2t2t)∞
(t2t)∞

(q−ν3t3t)∞
(t3t)∞

dqt (2.2)

ただし, ν0 = −α1 −α2 −α3, ν1 = α2 +α3 + β1 − 1, ν2 = α1 +α3 + β2 − 1, ν3 = α1 +α2 + β3 − 1

とする. ここで均衡条件 ν0 + ν1 + ν2 + ν3 = −2 が入っていることに注意する. 適当にパラメータを
書き換えると, ∫

C

(Axt)∞
(Bxt)∞

3∏
i=1

(ait)∞
(bit)∞

dqt. (2.3)

という積分を考えれば良い. 均衡条件は Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 となる.



Lemma 2.1. Txτ = qlτ , l ∈ Zと仮定すると, 積分

φ(x, τ) =

∫ τ∞

0

ψ(x, t)
dqt

t
, ψ(x, t) = tα

(Axt, a1t, a2t, . . . , aM t)∞
(Bxt, b1t, b2t, . . . , bM t)∞

(2.4)

は次の方程式を満たす.

M∑
k=0

[
(−1)kxM−k(ek(a)T

−1
x − qαek(b))(B −ATx) · · · (B −AqM−k−1Tx)× (1− q−(k−1)Tx) · · · (1− Tx)

]
φ = 0.

今の状況では, Lemma 2.1において, M = 3, Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 の場合である. このとき,

(B −Aq−1Tx)(1− q−2Tx)H3φ(x, σ) = 0, (2.5)

H3 = x3(B −AqTx)(B −ATx)T
−1
x − x2(B −ATx)(e1(a)T

−1
x − qe1(b))

+ x(e2(a)T
−1
x − qe2(b))(1− Tx)−

a1a2a3
B

(1− q−1Tx)(1− Tx)T
−1
x . (2.6)

この作用素 H3 は適当なゲージ変換とパラメータの置き換えにより H3 になる. (2.5) より,

H3φ(x, σ) = C1x
λ + C2x

2 となる. 特別な積分路の時には, C1, C2 は計算できる.

Lemma 2.2. τ ∈ {q/a1, q/a2, q/a3, q/(Ax)}であり, B/A /∈ qZ とする. このとき, 積分 (2.4) は
次を満たす.

H3φ(x, τ) = q(1− q)(A−B)x2. (2.7)

Lemma 2.2より, 積分の差をとれば, 方程式 H3y = 0の解を得る.

Theorem 2.3. σ1, σ2 ∈ {q/a1, q/a2, q/a3, q/(Ax)}のとき,

φ3(x, σ1, σ2) =

∫ σ2

σ1

(Axt)∞
(Bxt)∞

3∏
i=1

(ait)∞
(bit)∞

dqt (2.8)

は方程式 H3y = 0を満たす. ただし, Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 であり B/A /∈ qZ とする.

Remark 2.4. 3 次の変異版 q 超幾何方程式の積分解は [2] において, q-middle convolution [8] を
使った別の手法からも導出されている.

3 H3 の超幾何型級数解
次の級数は very-well-poised q 超幾何級数と呼ばれる.

r+1Wr(a1; a4, a5, . . . , ar+1; z) =
∞∑

n=0

1− a1q
2n

1− a1

(a1, a4, a5, . . . , ar+1)n
(q, qa1/a4, qa1/a5, . . . , qa1/ar+1)n

zn. (3.1)

次の Balliyの公式と呼ばれる変換公式が知られている [4].∫ b

a

(qt/a, qt/b, ct, dt)∞
(et, ft, gt, ht)∞

dqt = b(1− q)
(q, bq/a, a/b, cd/eh, cd/fh, cd/gh, bc, bd)∞

(ae, af, ag, be, bf, bg, bh, bcd/h)∞
(3.2)

× 8W7(bcd/hq; be, bf, bg, c/h, d/h; ah) .

ただし, d = abefghである. この Balliyの公式と Theorem 2.3から次が示せる.



Theorem 3.1. Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 であり, B/A /∈ qZ のとき, 次の関数

(Axq/a2)∞
(Bxq/a2)∞

8W7

(
a3A

a2B
;
qb1
a2
,
qb2
a2
,
qb3
a2
,
a3
Bx

,
A

B
;
qBx

a1

)
, (3.3)

(a3Ax/(b1b3), a3Ax/(b2b3), qAx/a2)∞
(qBx/a1, qBx/a2, qa3Ax/(a2a3))∞

8W7

(
a3Ax

a2b3
;
qBx

a2
,
qb1
a2
,
qb2
a2
,
a3
b3
,
Ax

b3
;
qb3
a1

)
, (3.4)

1

x

(qa1/(Ax), Ax/a1, a2a3/(b3Bx), qa2/(Ax), qa3/(Ax))∞
(qBx/a1, qb1/(Ax), qb2/(Ax), qb3/(Ax), qa2a3/(b3Ax))∞

× 8W7

(
a2a3
b3Ax

;
qb1
Ax

,
qB

A
,
qb2
Ax

,
a2
b3
,
a3
b3

;
qb3
a1

)
, (3.5)

1

x

(qa1/(Ax), qa2/(Ax), qa3/(Ax), Ax/a1, a2a3/(b1Bx), a2a3/(b2Bx), a2a3/(b3Bx))∞
(qb1/(Ax), qb2/(Ax), qb3/(Ax), qa2a3/(ABx2))∞

× 8W7

(
a2a3
ABx2

;
qb1
Ax

,
qb2
Ax

,
qb3
Ax

,
a2
Bx

,
a3
Bx

;
qBx

a1

)
, (3.6)

(qAx/a1, a1/(Ax), a2a3/(b3Bx))∞
(qb1/(Ax), qb2/(Ax), qBx/a1)∞

8W7

(
a2a3
a1b3

;
qBx

a1
,
qb1
a1
,
qb2
a1
,
a2
b3
,
a3
b3

;
qb3
Ax

)
, (3.7)

(qAx/a1, a1/(Ax), a2a3/(b1Bx), a2a3/(b2Bx))∞
(qb1/(Ax), qb2/(Ax), qb3/(Ax), qBx/a1, qa2a3/(a1Bx))∞

× 8W7

(
a2a3
a1Bx

;
qb1
a1
,
qb2
a1
,
qb3
a1
,
a2
Bx

,
a3
Bx

;
qB

A

)
, (3.8)

は方程式 H3y = 0を満たす.

これらの級数解は (1.7)の自然な q類似となっている. 例えば, A = qν , B = 1, ai = tiq
hi+1/2, bi =

tiq
li−1/2+ν , ν = (h1+h2+h3− l1− l2− l3+1)/2とおけば, q → 1の極限において方程式H3y = 0

は Riemann-Papperitzの微分方程式に退化し, 級数解 (3.3)は次のような超幾何級数に退化する.

(Axq/a2)∞
(Bxq/a2)∞

8W7

(
a3A

a2B
;
qb1
a2
,
qb2
a2
,
qb3
a2
,
a3
Bx

,
A

B
;
qBx

a1

)
=

(q1/2+ν−h2x/t2)∞
(q1/2−h2x/t2)∞

8W7

(
qν−h2+h3t3

t2
;
qν−h2+l1t1

t2
, qν−h2+l2 ,

qν−h2+l3t3
t2

,
q1/2+h3t3

x
, qν ;

q1/2−h1x

t1

)
→ (1− x

t2
)ν2F1

(
h2 − l2 − ν, ν
l3 − h3 − 1

;
x− t3
x− t2

t1 − t2
t1 − t3

)
.

Remark 3.2. very-well-poised q 超幾何級数 8W7 のみたす q 差分方程式については, [1]でも述べ
られている. その方程式と 3次の変異版 q 超幾何方程式は同値であると思われる.

4 Euler型積分解の間の線形関係
Theorem 2.3において 6個の積分解を作った. これらの間の線形関係を求める. Jackson積分の定

義から

φ3(x, σ1, σ2) + φ3(x, σ2, σ3) + φ3(x, σ3, σ1) = 0 (4.1)

が示せる. Mimachiの接続公式 [6]と Lemma 2.2から次の線形関係式を証明することができる.



Theorem 4.1. Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 であり B/A /∈ qZ とする. このとき,

C1φ3(x, q/a1, q/a2) + C2φ3(x, q/a1, q/a3) + C3φ3(x, q/a1, q/(Ax)) = 0. (4.2)

ただし,

C1 =

(
a2
a1

)2 θ
(

a2

q2b1
, a1

a2
, a1

a3
, qb2a2

, qb3a2
, a1

Ax ,
qBx
a2

)
θ
(

a1

q2b1
, a2

a1
, a2

a1
, a2

Ax ,
qb2
a1
, qb3a1

, qBx
a1

) , (4.3)

C2 =

(
a3
a1

)2 θ
(

a3

q2b1
, a1

a2
, a1

a3
, qb2a3

, qb3a3
, a1

Ax ,
qBx
a3

)
θ
(

a1

q2b1
, a3

a1
, a3

a1
, a3

Ax ,
qb2
a1
, qb3a1

, qBx
a1

) , (4.4)

C3 =

(
Ax

a1

)2 θ
(

Ax
q2b1

, a1

a2
, a1

a3
, qb2Ax ,

qb3
Ax ,

a1

Ax ,
qB
A

)
θ
(

a1

q2b1
, Ax
a1
, Ax
a1
, Ax
a3
, qb2a1

, qb3a1
, qBx

a1

) . (4.5)

Theorem 4.1 の Ci は擬定数と呼ばれ, TxCi = Ci を満たす. (4.1) と Theorem 4.1 を合わせて
(Theorem 4.1の証明の中で得られるテータ関数の関係式も使う)次を得る.

Theorem 4.2. Aa1a2a3 = q2Bb1b2b3 であり B/A /∈ qZ とする. このとき, 積分解

v = t(φ3(x, q/a1, q/a2), φ3(x, q/a1, q/a3), φ3(x, q/a2, q/a3),

φ3(x, q/a1, q/(Ax)), φ3(x, q/a2, q/(Ax)), φ3(x, q/a3, q/(Ax))) (4.6)

は次の階数 4の方程式系を満たす.
1 0 0 1 −1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 −1 1
C1 C2 0 −C3 0 0

 v = 0. (4.7)

さらに, 任意の 4× 4小行列の階数は 4である.

Remark 4.3. 2 次の変異版 q 超幾何方程式 [5] においても, 同様の手法によって, 積分解, 級数解,

接続関係式を得ることができる.
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