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概要
確率論を代数的な枠組みで捉えなおしたとき，自然に定まる独立性の概念は 5種類のみに限ら
れることがよく知られている．ここで気になるのは—独立な GUEの族が満たす漸近的自由独立
性のように，それぞれの独立性に対応する自然なランダム行列モデルが存在するのか—という問
題である．本講演ではその一つの具体例として，GUE の摂動モデルを考えた場合，とくに単調
独立性の概念が現れ，外れ固有値の解析に応用できることを紹介する．そして，それらの独立性
が関係し合う，新たな代数的確率空間の枠組みについて解説する．

1 導入
1980年代に Voiculescuが自由確率論—代数的確率空間上に自由独立性を定めたもの—を創始して
以来，当該分野はランダム行列をはじめとする諸分野との関わりを強めながら発展を続けてきてい
る．現代の測度論に依拠した確率論は標本空間 Ω，σ-加法族 F , 確率測度 Pの三つ組を確率空間とし
て定式化し議論を展開していく．一方，代数的確率空間という異なるアプローチをとることで確率論
の既知の結果を（やや弱い形にはなるけれど）再構成することができる．

Definition 1.1. いま Aを C-代数で 1A を単位元に持つものとする．また φ : A Ñ Cを線型写像
で φp1Aq “ 1 なるものとする．このとき，pA, φq の組を代数的確率空間（または非可換確率空間）
と呼ぶ．

たとえば A として L8´pΩq :“
Ş

pě1 L
ppΩq，φ として期待値 ErXs :“

ş

Ω
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を採用することにすれば，これは代数的確率空間の一例となる．すなわち基礎となっている確率空間
pΩ,F ,Pqを忘れてしまい，確率変数のなす環と期待値のみを用いて議論を展開していこうという発
想が代数的確率空間の出発点である．この文脈で確率空間 pΩ,F ,Pqによる通常の確率論を，対比の
ため古典確率論と呼ぶことが多い．たとえば φp1Aq “ 1という規約は古典確率論における確率測度
の条件 PpΩq “ 1と合致している．さらに Aに ˚-構造を仮定して正値性 φpa˚aq ě 0 pa P Aqを要求
するのも自然であり，追加して Aに C˚ 環であるというような位相的な構造を要求する場合も多い
が，紙数の都合のためここで詳細に述べることはしない．興味ある読者は分野への入門的なテキスト
である [13]などを参照することを勧める．
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Example 1.2. 古典確率論の例 pL8´pΩq,Eqの他，たとえば次のようなものを非可換確率空間の例
として挙げることができる．

1. 自然数 N P Nに対して，MN pCqを複素数からなる N ˆ N 行列の全体とし，trN を正規化ト
レース（行列 A “ paijqNi,j“1 について trN pAq :“

řN
i“1 aii{N として定められる）とすると，

pMN pCq, trN qは代数的確率空間となる．
2. 自然数 N P Nに対して，MN pL8´pΩqqを成分として L8´pΩqにもつ N ˆ N 行列の全体と
し，E ˝ trN を期待値 Eと正規化トレースの合成とすると，pMN pL8´pΩqq,E ˝ trN qは代数
的確率空間になる．

さて，代数的確率空間 pA, φqを用いて確率論を展開したいのだが，その際に問題になるのは独立
性をどのように定めるのかということである．古典確率論における通常の独立性に対応する概念は以
下のようにして定めることができ，古典独立性あるいは tensor独立性と呼ばれる．簡単のため以下
の定義中では Aを可換と仮定する（一般に定義できるが記法の準備がいるため）．

Definition 1.3 (古典独立性). いま pXiqiPI をAの部分集合族とし，Xiから生成される単位的部分代
数を Ai :“ algp1A,Xiqとする．このとき，pXiqiPI が古典独立であるとは，次が成り立つこととして
定める．任意の自然数 n P N，i1, . . . , in P I で ij ‰ ij`1 pj “ 1, . . . , n´1q，aj P Aij pj “ 1, . . . , nq

に対して，

φpa1 ¨ ¨ ¨ anq “
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ここで，代数的確率空間 pA, φq上に定まる独立性の概念について，次のような公理を与えること
ができる．以下では簡単のため大雑把に述べる（詳しくは [2, 12]を参照）．いま A1,A2 を Aの部分
代数であり，A1

Ů

A2 を A1,A2 から生成される部分代数とする．独立性とは以下の 2条件を満たし
φ|A1

および φ|A2
から φ|A1

Ů

A2
を決定する計算規則のことである．

(可換性) 2つの部分代数 A1 と A2 について φ|A1

Ů

A2
“ φ|A2

Ů

A1
.

(結合性) 3つの部分代数 tAiu
3
i“1 について，φ|pA1

Ů

A2q
Ů

A3
“ φ|A1

Ů

pA2

Ů

A3q.

興味深いことに，上記の公理を満たす独立性は古典独立性の他には，自由独立性およびブール独立
性の 2つしかないことが知られている．

Definition 1.4 (自由独立性). いま pXiqiPI を A の部分集合族とし，Xi から生成される単位的部
分代数を Ai :“ algp1A,Xiq とする．このとき，pXiqiPI が自由独立であるとは，次が成り立つこと
として定める．任意の自然数 n P N，i1, . . . , in P I，ij ‰ ij`1 pj “ 1, . . . , n ´ 1q，aj P Aij かつ
φpajq “ 0 pj “ 1, . . . , nqに対して，

φpa1 ¨ ¨ ¨ anq “ 0.

Definition 1.5 (ブール独立性). いま pXiqiPI を Aの部分集合族とし，Xi から生成される部分代数
を Ai :“ algpXiqとする．このとき，pXiqiPI がブール独立であるとは，次が成り立つこととして定
める．任意の自然数 n P N，i1, . . . , in P I，ij ‰ ij`1 pj “ 1, . . . , n ´ 1q，aj P Aij pj “ 1, . . . , nq



に対して，
φpa1 ¨ ¨ ¨ anq “

n
ź

j“1

φpajq.

さらに，可換性の条件を外しても独立性は本質的には 1 つしか増えないことが村木によって示さ
れた [12]．新しく増えるその独立性を単調独立性と呼ぶ．その定義を簡単に述べるため，以下では
|I| “ 2の場合に限って述べる．

Definition 1.6 (単調独立性). いま X1,X2 を Aの部分集合とする. このとき X1,X2 が単調独立で
あるとは，次が成り立つこととして定める．任意の自然数 n P N, x1, x2, . . . , xn P algpX1q および
y0, y1, . . . , yn P algp1A,Xiqに対して，

φpy0x1y1x2y2 ¨ ¨ ¨xnynq “ φpx1x2 ¨ ¨ ¨xnqφpy0qφpy1q ¨ ¨ ¨φpynq.

なお，X2,X1 が単調独立のとき，X1,X2 は反単調独立であると呼ぶ．
これまで述べてきた，代数的確率空間上に定まる 3つないし 5つの独立性はそれぞれ特徴があり，
非可換確率論としてさまざまな性質が調べられている．たとえば独立な 2つの非可換確率変数 a, bの
和 a ` bが与える分布（ここでモーメントと同一視していることに注意）として畳み込み演算が定め
られ，対応するそれぞれの大数の法則や中心極限定理，および正規分布が存在する．
とくに自由独立性は非可換確率論の先駆けとして現れた概念であり，ランダム行列との関係が深い
ことから最も興味が持たれ，よく研究されている．その関わりを非常に大雑把に述べると，多くの場
合で独立なランダム行列のモデルは次数を上げていった際に漸近的に自由独立性を満たすことが知ら
れている（この性質は漸近自由独立性と呼ばれる）．
なお，pA, φqにおいて定まるある意味自然な独立性の概念は 5種類に限られることを述べたが，代
数について条件を変えると異なる独立性を定められることが知られている．多くの独立性が知られて
いるが，ここでとくに注目したいのは，組み合わせ論的な観点から Biane, Goodman, Nicaらによっ
て定義された type B 非可換確率空間である．

Definition 1.7 (Definition in Section 6.1 of [5]). Type B 非可換確率空間とは pA, φ,V, fq の 4

つ組のことである．ここで

1. pA, φq は代数的確率空間．
2. V は両側 A-加群であって f : V Ñ Cは C-線型写像．

後に type B 非可換確率空間は無限小非可換確率空間として統一的に扱えることがわかった [8]．
自由確率論はランダム行列理論へ漸近的自由独立性の概念を通して，よく応用されていることを述べ
たが，Type B 非可換確率空間は Shlyakhtenkoによって，BBP phase transitionと呼ばれるランダ
ム行列の摂動問題へ応用できることが示唆された [1, 14]．なお，BBP phase transitionそのものは
free subordination function のような自由確率論の技術を用いてかなり一般の場合で解決されてい
る [4]．しかし，それはかなり高度な解析的アプローチであり，素朴なモーメントを用いた方法では
なかった．2018年に Collins，長谷部，佐久間らは非正規化トレースを合わせて考えると，GUEの
ような自然なランダム行列と有限次元行列との間に，単調独立性に類似した計算規則が漸近的に成り
立つことを指摘した [7]．以下では，それを抽象化し，整理した最新の形で定義を述べる．



Definition 1.8 (Definition 2.1 of [10]). (i) いま F を C-代数で Φ: F Ñ Cを線形写像とする．
このとき pF ,Φqを非可換測度空間と呼ぶ．

(ii) いま pA, φqを非可換確率空間，pF ,Φqを非可換測度空間とし F をA-代数であると仮定する．
このとき 4つ組を pA, φ,F ,Φqを type B1 非可換確率空間と呼ぶ.

Definition 1.9 (Definition 2.4 of [10]). いま pA, φ,F ,Φqを type B1 非可換確率空間とし，A1 を
Aの部分代数，F1 を F の部分代数とする. このとき pA1,F1qが巡回的反単調独立であるとは，次
が成り立つことをいう．任意の n P N, a0, . . . , an P A1, f1, . . . , fn P F1.に対して

Φpa0f1a1f2 ¨ ¨ ¨ an´1fnanq “ φpa0anq

«

ź

1ďiďn´1

φpaiq

ff

Φpf1f2 ¨ ¨ ¨ fnq.

なお 2022年に Cébron–Dahlqvist–Gabrielらはこれをさらに推し進め，巡回的反単調独立性から
単調独立性が導かれることを指摘し，さらに摂動によって生じる外れ固有値の位置をモーメント法を
用いて決定できることを示している [6]．

2 主定理
私と長谷部は Biane–Goodman–Nicaによって定められていた type B非可換確率空間の定義を修
正することによって，新しく type B1 非可換確率空間というものを定めた（上記の定義 1.8）．これは
ランダム行列モデルを構成し，BBP phase transition への応用を考えたとき，積構造も合わせて考
えるべきであるという自然な要請から定まるものである．実際，type B1 非可換確率空間はランダム
行列の摂動モデルの自然な抽象化とみなすことができる．さらに私たちは type B1 非可換確率空間上
に，自明な独立性，弱い type B1 独立性という定義を与え，GUEや有限次元行列のクラスが漸近的に
それらの独立性を満たすことを示した [10, Theorem 2.15, 2.18]．これらは大雑把に述べると，上で
述べた自由独立性と巡回的反単調独立性を合わせて考えた際に定まる独立性である．つづいて，弱い
type B1 独立性のもとでは自明な独立性と無限小独立性 [8]が同値となることを示した [10, Theorem

4.1]．この類似として，弱い type B1 独立性のもとでベクトル状態にあたる適切な線型汎函数を定め
ると，ブール独立性と条件付き自由独立性 [3]が同値となることを示した [10, Theorem 5.1]．
非常に興味深いのは，type B1 非可換確率空間という枠組みを用いることで自由独立性を除いた独
立性に対して，ある意味自然な形で漸近的なランダム行列モデルを構成できた点である．しかも，こ
れまで別個に提案され，研究されていたさまざまな独立性の概念が，それぞれ関係し合う形で現れて
いる．
私たちは一つの応用例として，GUEのようなユニタリ不変性を持つランダム行列の系列について，
その主小行列の固有値の解析をこの枠組みを用いることで行えることを示した [10, Theorem 6.1]．
なお，この結果は私たちの以前の成果である [9, Theorem 1.3]を拡張したものになっている．
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