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概要
K を有理数体 Q上の有限生成体とする. K の絶対 Galois群 GK の元の e個組 σ ∈ Ge

K に対
し K(σ)を K の代数閉包 K における σ の固定体, K[σ]を K(σ)/K の最大 Galois部分拡大と
する. 本稿では K[σ] 上の準アーベル多様体 A の Mordell–Weil 群 A(K[σ]) の構造について得
られた結果を述べる. また, K(σ)および K[σ]の Kummer忠実性に関する大溪の結果の拡張に
ついても紹介する.

1 導入
体 K 上のアーベル多様体 A に対し, その K 有理点全体がなすアーベル群 A(K) をMordell–

Weil群とよぶ. 群 A(K)の構造を決定することは数論における重要な問題であり, 多くの先行研究
がある. 群 A(K)の構造について, 次の定理は基本的である.

定理 1.1 (Mordell–Weil の定理). K を素体上の有限生成体とする. K 上のアーベル多様体 Aに対
し, そのMordell–Weil群 A(K)は有限生成である. とくに, A(K)の階数は有限であり, A(K)の捩
れ点全体がなす群 A(K)tor は有限である.

では, K が素体上無限生成であるとき, 群 A(K)の構造はどうなるだろうか. まず, 無限生成体の
もっとも極端な例である代数閉体については次の結果がある. ただし, 体K が有限体の代数拡大のと
き A(K)は捩れ群になり階数は零となるから定理ではその場合を除いている.

定理 1.2 (Serre, Frey–Jarden [2, Theorem 10.1]). K を有限体の代数閉包ではない代数閉体とす
る. K 上の次元正の任意のアーベル多様体 Aに対し, Mordell–Weil 群 A(K)の階数は K の濃度に
等しい.

次に, 代数閉体よりも少し小さな無限生成体を考えよう. そのために, いくつかの記号と概念を導入
する.

K を素体上の有限生成体とし, その代数閉包 K を固定しておく. K の絶対 Galois 群を GK と
かき, GK の各元を K の自己同型に一意に延長する. e を正の整数とする. GK の元の e 個組
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σ = (σ1, . . . , σe) ∈ Ge
K に対し, 体K(σ)をK における σ の固定体とする. すなわち

K(σ) = {x ∈ K | 任意の 1 ≤ i ≤ eについて σix = x}.

さらに体K[σ]を体拡大K(σ)/K の最大 Galois部分拡大とする.

GK は Krull位相によりコンパクト位相群となり, その上に確率測度 µで次を満たすものが一意に
定まる (cf. [3, Proposition 18.2.1]).

(1) (両側不変性) GK の任意の可測集合 B および任意の σ ∈ GK に対し, µ(σB) = µ(Bσ) = µ(B).

(2) (正則性) GK の任意の可測集合 B および任意の ε > 0に対し, GK の開集合 U および閉集合 C

であって, C ⊆ B ⊆ U かつ µ(U \ C) < εを満たすものが存在する.

この µを GK の (正規化された)Haar測度とよぶ. Ge
K にも同様に位相および Haar測度 (これも µ

とかく)を入れる. 「ほとんどすべての σ ∈ Ge
K」と書いたら, 「Ge

K のある測度零集合を除いたすべ
ての σ ∈ Ge

K」を意味する.

本稿では, 体 K が有理数体 Q上の有限生成体であるときに, K(σ)や K[σ]上の準アーベル多様体
(アーベル多様体の代数的トーラスによる拡大)のMordell–Weil群について, 構造をより詳細に調べ
る. 結果を述べる前に, Kummer忠実の概念を定義しておこう.

完全体 K がKummer忠実であるとは, K が条件「K の任意の有限次拡大 Lおよび L上の任意
の準アーベル多様体 Aに対し, A(L)div = 0が成り立つ」を満たすことをいう. ここで, アーベル群
X に対し, Xdiv =

∩
n≥1 nX (nは正の整数全体を亘る)と定義する. 望月 [12, Definition 1.5]によ

り導入された Kummer 忠実体は遠アーベル幾何学に由来をもつ体である. 遠アーベル幾何学は, 代
数多様体やそれに関連する幾何学的対象をその代数的基本群から再構成する方法を記述することを目
的とする数論幾何学の一分野である. 遠アーベル幾何学における代数多様体の基礎体としては素体上
の有限生成体が想定されてきたが, 実際には遥かに多くの体が遠アーベル幾何学の基礎体に適してい
ることが近年の研究によりわかってきた. ここで「どのような体が遠アーベル幾何学の基礎体に適し
ているか」という自然な問いが生じる. Kummer忠実体は遠アーベル幾何学の基礎体として適切であ
ろうと考えられており, どのような体が Kummer忠実であるか調べることは遠アーベル幾何学の観
点からも有意義である.

本稿における主定理を述べる.

定理 1.3. K を Q上の有限生成体, eを正の整数とする.

(1) e ≥ 2 とする. ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, 次が成り立つ: K[σ] の任意の有限次拡大 L

および L上の任意の準アーベル多様体 Aに対し, 群 A(L)/A(L)tor は階数可算の自由 Z加群で
ある.

(2) e ≥ 2とする. ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, 体K(σ)は Kummer忠実である.

(3) ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, 体K[σ]は Kummer忠実である.

注意 1.4. K を Q上の有限生成体, eを正の整数とする. K(σ)と K[σ]は次の意味で異なる体であ
る: ほとんどすべての σ ∈ Ge

K に対し, K(σ)/K[σ] は無限次拡大である. さらに, ほとんどすべて
の σ ∈ Ge

K に対し, K(σ)/K は Galois 拡大ではない. 実はより強く, 次が成り立つことが知られて



いる [1, Theorems 7.9 and 7.10]: ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, K(σ) を有限次拡大または

Galois拡大にもつK(σ)の真の部分体は存在しない.

2 先行研究
K(σ)やK[σ]上の準アーベル多様体のMordell–Weil群について知られている事実を要約する. こ

こで, アーベル群 X と正の整数 nに対し X の n捩れ部分群を X[n], 素数 l に対し X の l 冪捩れ部
分群を X[l∞] =

∪
n≥1 X[ln]とかく.

定理 2.1. K を素体上の有限生成体, eを正の整数とする.

(1) (Geyer–Jarden [5, Theorem 2.4] (resp. Frey–Jarden [2, Theorem 9.1])) K は無限体であると
する. ほとんどすべての σ ∈ Ge

K および K[σ](resp. K(σ))上の次元正の任意のアーベル多様体
Aに対し, 群 A(K[σ])(resp. A(K(σ)))の階数は可算である.

(2) (Jarden [9, Theorems 8.1 and 8.2]) 正の整数 n に対し, ζn を K における 1 の原始 n 乗根と
する.

(2-i) ほとんどすべての σ ∈ GK および任意の正の整数 dに対し, [K(σ)(ζl) : K(σ)] = dとな
る素数 dが無限個存在する. とくに, ほとんどすべての σ ∈ GK および任意のK(σ)の有
限次拡大M に対し, M は 1の冪根を無限個含む一方, ζl /∈ M となる素数 lが存在する.

(2-ii) e ≥ 2とする. ほとんどすべての σ ∈ Ge
K および任意の正の整数 dに対し, [K(σ)(ζn) :

K(σ)] ≤ dとなる K の標数で割れない正の整数 nは有限個である. とくに, ほとんどす
べての σ ∈ Ge

K および任意の K(σ)の有限次拡大M に対し, M に含まれる 1の冪根は
有限個である.

(3) K に関する次の主張を考える.

(a) ほとんどすべての σ ∈ GK および K(σ) 上の次元正の任意のアーベル多様体 A に対し,

A(K(σ))の捩れ部分群 A(K(σ))tor は無限群である. さらに, A(K(σ))[l] ̸= 0となる素数 l

が無限個存在する.

(b) e ≥ 2 とする. ほとんどすべての σ ∈ Ge
K および K(σ) 上の任意のアーベル多様体 A に対

し, A(K(σ))の捩れ部分群 A(K(σ))tor は有限群である.

(c) ほとんどすべての σ ∈ Ge
K , K(σ)上の任意のアーベル多様体 A, および任意の素数 lに対し,

A(K(σ))の l冪捩れ部分群 A(K(σ))[l∞]は有限群である.

次のとき, 主張が成り立つ.

(3-i) (Geyer–Jarden [4, Theorem 1.1]) 各主張における「(次元正の)任意のアーベル多様体」
を「任意の楕円曲線*1」に置き換える. このとき, 任意のK に対して主張 (a)–(c)が成り
立つ.

(3-ii) (Jacobson–Jarden [6, Proposition 4.2]) K が有限体ならば主張 (a)–(c)が成り立つ.

(3-iii) (Jacobson–Jarden [8, Main Theorem (b), (a)] ((b) および (c)), Zywina [17, Theo-

*1 楕円曲線とは 1次元のアーベル多様体のことをいう.



rem 1.1] (K が代数体の場合の (a)), Jarden–Petersen [10, Theorem C] (一般の場合の
(a))) K の標数が 0ならば主張 (a)–(c)が成り立つ.

(3-iv) (Jacobson–Jarden [8, Main Theorem (a)]) 任意のK に対して主張 (c)が成り立つ.

(4) (Jarden–Petersen [11, Theorem 1.3 (ii)]) K は標数 0 とし e ≥ 2 とする. ほとんどすべて
の σ ∈ Ge

K , K(σ) の任意の有限次拡大 M , および M 上の任意のアーベル多様体 A に対し,

A(M)div = 0が成り立つ.

Geyer–Jarden [4]はこの定理の (3)の主張 (a)–(c)が任意の素体上の有限生成体 K に対して成り
立つと予想した. Jacobson–Jardenの論文 [6]にはK が正標数のときの主張 (a)の証明があるが, 誤
りを含む [7]. 定理で述べられていない場合 (K が正標数の無限体のときの (a)および (b))について
は未解決である.

K[σ]の Kummer忠実性については次の結果が知られている.

定理 2.2 (大溪 [14, Corollary 1], 訂正論文 [15, Corollary 1] も参照). K を代数体, e ≥ 2 とする.

ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, 体K[σ]は Kummer忠実である.

本稿の主定理 (定理 1.3)はこの大溪の結果の拡張を含む.

3 Mordell–Weil群の torsion-free partの自由性
この節では, 定理 1.3 (1) の証明を行う. 鍵となるのは次に紹介する Moon の結果である. Moon

はこの結果を K が代数体で Aがアーベル多様体のときにのみ示しているが, まったく同じ証明から
より一般の状況で成り立つ.

命題 3.1 (Moon [13, Proposition 7]). K を濃度可算の体, AをK 上の準アーベル多様体とする. L

をK の Galois拡大で, 群 A(L)tor が有限であるものとする. このとき, 群 A(L)/A(L)tor は階数高々
可算の自由 Z加群である.

定理 1.3 (1)の証明. まず, 群 A(L)/A(L)tor が自由 Z 加群であることを示す. σ ∈ Ge
K を次の条件

を満たすようにとる: K(σ)の任意の有限次拡大M に対し, M に含まれる 1の冪根は有限個であっ
て, M 上の任意のアーベル多様体 B に対し, 群 B(M)tor は有限である. 定理 2.1 (2-ii)および (3-iii)

より, ほとんどすべての σ ∈ Ge
K はこの条件を満たすことがわかる. L を K[σ] の有限次拡大とし,

M = L ·K(σ)とおく. Aを L上の準アーベル多様体とすると, Aはアーベル多様体 B のトーラス
T による拡大である. σ に関する仮定から, T (M)tor および B(M)tor は有限であるから, A(M)tor

および A(L)tor は有限である. さらに, L に含まれる K の有限次拡大 K ′ を, L/K ′ が Galois かつ
Aが K ′ 上で定義されているようにとることができる. 命題 3.1を L/K ′ および Aに適用すると, 群
A(L)/A(L)tor が階数高々可算の自由 Z加群であることがわかる.

あとは A(L)/A(L)tor の階数が実際に可算であることをいえばよい. 簡単な議論により A が次元
正のアーベル多様体の場合にのみ示せばよいことがわかる. 定理 2.1 (1) によりほとんどすべての
σ ∈ Ge

K に対し, L = K[σ]のときには主張が成り立つ. 一般の場合には, Weil制限 [11, Lemma 6.1]

から従う.



この結果からK[σ]の有限次拡大上のMordell–Weil群に関する次の構造定理を得る.

系 3.2. K を Q の有限生成体, e ≥ 2 とする. ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, 次が成り立つ:

K[σ]の任意の有限次拡大 Lおよび L上の任意の準アーベル多様体 Aに対し, 群 A(L)は有限の捩れ
群と階数可算の自由 Z加群との直和である.

証明. σ ∈ Ge
K を定理 2.1 (2-ii), (3)の (b)および定理 1.3 (1)の各主張を満たすものとする. この σ

に対して系の主張が成り立つことを示せば十分である. LをK[σ]の有限次拡大, Aを L上の準アーベ
ル多様体とすると, 群A(L)/A(L)torは階数可算の自由 Z加群であるから, とくに射影的である. よっ
て完全列 0 → A(L)tor → A(L) → A(L)/A(L)tor → 0は分裂し, A(L) = A(L)tor ⊕ A(L)/A(L)tor

を得る. 系の主張はこの分解と σ に関する仮定から従う.

4 K(σ)およびK[σ]の Kummer忠実性
この節では, 定理 1.3 (2)および (3)の証明の概略を述べる. Kummer忠実性を示すために用いる

命題を紹介する.

命題 4.1 (小関–田口 [16, Proposition 2.3]). 完全体 F がKummer忠実であることは, F の任意の有
限次拡大 E に対し Gm(E)div = 0が成り立ち, F 上の任意のアーベル多様体 Aに対し A(F )div = 0

が成り立つことと同値である.

命題 4.2 (小関–田口 [16, Proposition 2.4 (2)]). Aを Kummer忠実体 F 上の準アーベル多様体, E

を F の Galois拡大とする. このとき, 次の 3条件は互いに同値である:

(a) A(E)div = 0.

(b) (A(E)tor)div = 0.

(c) 任意の素数 lに対し A(E)[l∞]は有限である.

定理 1.3 (2)の証明 (概略 ). 定理 2.1 (4) よりほとんどすべての σ ∈ Ge
K および K(σ) 上の任意の

アーベル多様体 Aに対し A(K(σ))div = 0であるから, 命題 4.1より ほとんどすべての σ ∈ Ge
K お

よびK(σ)上の任意の有限次拡大M に対し Gm(M)div = 0であることを示せばよい.

S をこの条件が成り立たない σ ∈ Ge
K の集合, すなわち K(σ) 上のある有限次拡大 M に対し

Gm(M)div ̸= 0となる σ ∈ Ge
K の集合とする. 各 a ∈ K

× \ {1}について, K(σ)上のある有限次拡大
M に対し a ∈ Gm(M)div となる σ ∈ Ge

K の集合とすると S =
∪

a∈K
×\{1} Sa が成り立つ. K

× \{1}

は可算集合であるから, 各 a ∈ K
× \ {1} に対し µ(Sa) = 0 をいえば µ(S) = 0 となり定理が導か

れる.

aは 1の冪根であるとする. このとき各 σ ∈ Sa に対し, K(σ)は 1の冪根を無限個もつことになる
が, 定理 2.1 (2-ii)よりそのような σ ∈ Ge

K の集合の測度は 0であるので µ(Sa) = 0が従う.

a は 1 の冪根でないとする. 素数 l に対し, a のある l 乗根が K(σ) に含まれる σ ∈ Ge
K の

集合を T
(l)
a とかくこととする. このとき (a に依存する) 素数 l0 で, 任意の素数 l ≥ l0 に対し

µ(T
(l)
a ) ≤ 1/le−1 が成り立つものが存在することがわかる. e ≥ 2 より素数 l ≥ l0 からなる無



限集合 Λa で,
∑

l∈Λa
1/le−1 < +∞ となるものが存在する. Borel–Cantelli の第一補題 (cf. [3,

Lemma 18.3.5 (a)])より, ほとんどすべての σ ∈ Ge
K に対し, σ ∈ T

(l)
a となる l ∈ Λa は有限個であ

る. そのような σ に対し σ /∈ Sa であることが証明できるので, この場合も µ(Sa) = 0である.

定理 1.3 (3)の証明 (概略 ). e ≥ 2のときは定理 1.3 (2)(あるいは定理 1.3 (1)と定理 2.1 (4))から
従うので, e = 1とする. 命題 4.1よりほとんどすべての σ ∈ GK に対し次の 2条件が成り立つこと
を示せばよい:

(a) K[σ]の任意の有限次拡大 Lに対し Gm(L)div = 0.

(b) K[σ]上の任意のアーベル多様体 Aに対し A(K[σ])div = 0.

(a) については L が K のある有限次拡大の Galois 拡大であることと K の有限次拡大は Kummer

忠実であることから, 命題 4.2より条件 Gm(L)div = 0 が (Gm(L)tor)div = 0 と同値になり, 定
理 2.1 (2-i)に帰着される. 同様に, (b)については再び命題 4.2より条件 A(K[σ])div = 0が各素数 l

に対し A(K[σ])[l∞]が有限であることと同値になり, 定理 2.1 (3-iii)に帰着される.

注意 4.3. 主定理 (定理 1.3) の (1) および (2) について, e = 1 のの場合には準アーベル多様体の
Mordell–Weil群に関するある種の有限性の性質が失われるため (定理 2.1), 本稿で紹介した証明は機
能しなくなっている. 定理が e = 1のときにも成り立つかどうかは未解決である.
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