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概要
Skew brace とは, 集合 B に (B, ·), (B, ◦) が群となる 2 つの二項演算 ·, ◦ が定義され, brace

relation を満たす (B, ·, ◦) のことをいう. 同じ位数を持つ有限群 G,N に対して (B, ◦) ∼=
G, (B, ·) ∼= N となる skew brace (B, ·, ◦) の同型類の数 b(G,N) を考察する. 本稿では,

G = Sn として, b(G,N)の計算結果を紹介する.

1 背景
理論物理学に現れた Yang Baxter 方程式の研究において集合論的解がある ([9]). Yang Baxter 方

程式の集合論的解とは, X が集合で, 写像

r : X ×X −→ X ×X; (x, y) 7→ (σx(y), τy(x))

が全単射で,

(r × id)(id× r)(r × id) = (id× r)(r × id)(id× r)

を満たす組 (X, r)のことである. 各 x ∈ X に対して, σx, τx が全単射のとき, 解 (X, r)は非退化であ
るといい, r2 = idX×X となるとき解 (X, r)は involutiveであるという. Involutiveな非退化集合
論的解を研究するため, Rump [13] は braceという代数的構造を定義した. ここで, Cedó, Jespers,

Okniński [8]により定義された left braceの定義を確認する.

定義 1.1. 次のすべてを満たす 2つの二項演算 ·, ◦が定義された集合 B = (B, ·, ◦)を left braceと
いう.

(a) (B, ·)はアーベル群である.

(b) (B, ◦)は群である.

(c) (brace relation) 任意の a, b, c ∈ B に対して,

a ◦ (b · c) = (a ◦ b) · a−1 · (a ◦ c)

が成り立つ. ここで, a−1 はアーベル群 (B, ·)における aの逆元である.

この left braceと Rump の braceは同値であることが知られている. 一方, involutiveでない非退



化集合論的解も網羅するために Guarnieri, Vendramin [10] が left braceを skew left braceに一般
化した.

Skew left braceとは, 定義 1.1(a)がアーベル群に限らず群となり,また (b), (c)も満たす, (B, ·, ◦)
のことである. 以下, 簡単のため leftを省略して, skew braceと呼ぶことにする. Skew braceの分類
は, Yang Baxter方程式の解を構築するために必要な手順の一つであることが知られている.

　本稿を通じて, G,N を同じ位数を持つ群とする. (B, ◦) ∼= G, (B, ·) ∼= N となる skew brace の
同型類の数を b(G,N)と書くことにする. 様々な G,N について, b(G,N)を計算した先行研究があ
るので, 紹介する. G,N の位数が squarefree のとき, b(G,N)は [2]により, 計算されている. また,

N = C2 × C2 × C4 × C4 のとき b(G,N) の値は [3] によって, そして, N = C4 × C4 × C4 のとき
b(G,N)の値は [4]により計算されている. ただし, Ci は位数 iの巡回群を表す. このように 2つの
群 G,N に対して, b(G,N)の研究が行われている. 本稿では, b(Sn, N)を考える.

2 Skew braceの基本事項
Skew braceは [10]により定義された. 再び skew braceの定義を確認し, 基本事項を紹介する.

定義 2.1. 次のすべてを満たす 2つの二項演算 ·, ◦が定義された集合 B = (B, ·, ◦)を skew brace

という.

(a) (B, ·)は群である.

(b) (B, ◦)は群である.

(c) (brace relation) 任意の a, b, c ∈ B に対して,

a ◦ (b · c) = (a ◦ b) · a−1 · (a ◦ c)

が成り立つ.ここで, a−1 は群 (B, ·)における aの逆元である.

また, 群 (B, ·)を skew brace B の加法群, 群 (B, ◦)を skew brace B の乗法群という.

例 2.2. N = (N, ·)を群とする. このとき, 二項演算 ◦を, 任意の g, h ∈ N に対して,

g ◦ h = g · h

と定義すると, (N, ·, ◦)は skew braceとなる. 実際, (N, ·)は群であるから, (N, ◦)も群となる. また
任意の g, h, k ∈ N に対して,

g ◦ (h · k) = g · (h · k) = g · h · k
(g ◦ h) · g−1 · (g ◦ k) = (g · h) · g−1 · (g · k) = g · h · k

より, brace relationが成り立つ.

例 2.3. N = (N, ·)を群とする. このとき, 二項演算 ◦を, 任意の g, h ∈ N に対して,

g ◦ h = h · g



と定義すると, (N, ·, ◦)は skew braceとなる. 実際, (N, ·), (N, ◦)が群になることは明らかであるか
ら, brace relationが成り立つことを確認する. 任意の g, h, k ∈ N に対して,

g ◦ (h · k) = (h · k) · g = h · k · g
(g ◦ h) · g−1 · (g ◦ k) = (h · g) · g−1 · (k · g) = h · k · g

より, brace relationが成り立つ.

Skew braceに関する基本事項をいくつか確認する.

補題 2.4. B = (B, ·, ◦)を skew braceとする. 任意の a, b ∈ B に対して,

(a ◦ b)−1 = a−1 · (a ◦ b−1) · a−1

が成り立つ.

Proof. (B, ·, ◦)は brace relationを満たすから, 任意の a, b, c ∈ B に対して,

a ◦ (c · b) = (a ◦ c) · a−1 · (a ◦ b)

が成り立つ. d = c · bとおくと,

a ◦ d = (a ◦ (d · b−1)) · a−1 · (a ◦ b)
= (a ◦ d) · a−1 · (a ◦ b−1) · a−1 · (a ◦ b).

左から, a ◦ dの加法逆元, 右から a ◦ bの加法逆元をかけると,

(a ◦ b)−1 = a−1 · (a ◦ b−1) · a−1

となり示された.

命題 2.5. B = (B, ·, ◦)を skew braceとする. このとき, 次が成り立つ.

(a) 加法群の単位元と乗法群の単位元は一致する.

(b) 任意の a ∈ B に対して, 写像

γa : B −→ B; b 7→ a−1 · (a ◦ b)

は群 (B, ·)の自己同型である.

(c) 写像
γ : (B, ◦) −→ Aut(B); a 7→ γa

は群準同型である. ただし, γa は (b)の写像とする.

Proof. (a) 乗法群の単位元を 1̃, 加法群の単位元を 1と書くことにする. (B, ·, ◦)は skew braceなの
で, brace relationが成り立って

1 ◦ 1̃ = 1 ◦ (1̃ · 1)
= (1 ◦ 1̃) · 1−1 · (1 ◦ 1)
= (1 ◦ 1̃)(1 ◦ 1)
= 1 ◦ 1



両辺左から, 1の乗法逆元をかけると, 1 = 1̃ となり, 乗法群と加法群の単位元は一致する.

(b) 任意の a, b, c ∈ B に対して,

γa(b · c) = a−1 · (a ◦ (b · c))
= a−1 · (a ◦ b) · a−1 · (a ◦ c)
= γa(b) · γa(c)

より, γa は準同型である. また, γa(b) = γa(c)ならば, a−1 · (a ◦ b) = a−1 · (a ◦ c)であるから, b = c

となり γa は単射である. 任意の c ∈ B に対して, b = (ā)−1 · (ā ◦ c)とおけば,

γa(b) = a−1 · (a ◦ ((ā)−1 · (ā ◦ c)))
= a−1 · ((a ◦ (ā)−1) · a−1 · (a ◦ ā ◦ c))
= a−1 · (a ◦ (ā)−1) · a−1 · c
= (a ◦ ā)−1 · c (補題 2.4より)

= c

となり, γa は全射である. ただし, āは aの乗法逆元を表すものとする. よって, 示された.

(c) 任意の a, b, c ∈ B に対して,

γ(a ◦ b)(c) = γa◦b(c) = (a ◦ b)−1 · ((a ◦ b) ◦ c) = (a ◦ b)−1 · (a ◦ b ◦ c)

であり,

(γ(a)γ(b))(c) = γa(b
−1 · (b ◦ c))

= a−1 · (a ◦ (b−1 · (b ◦ c)))
= a−1 · ((a ◦ b−1) · a−1 · (a ◦ b ◦ c))
= a−1 · (a ◦ b−1) · a−1 · (a ◦ b ◦ c)
= (a ◦ b)−1 · (a ◦ b ◦ c) (補題 2.4より)

となり, γ(a ◦ b) = γ(a)γ(b)が示せた.

次に, skew braceの同型を定義する.

定義 2.6. B1 = (B1, ·1, ◦1), B2 = (B2, ·2, ◦2)を skew braceとする. このとき, 写像 ψ : B1 −→ B2

が, 任意の a, b ∈ B1 に対して,

ψ(a ·1 b) = ψ(a) ·2 ψ(b)
ψ(a ◦1 b) = ψ(a) ◦2 ψ(b)

を満たすとき, 写像 ψ を準同型, この写像が全単射でもあるとき, 写像 ψ は同型という. B1 から B2

への同型写像が存在するとき, B1, B2 は同型であるといい, B1
∼= B2 とかく.



3 Holomorphの正則部分群
以下, Perm(N)を N の対称群, Inn(N)を N の内部自己同型群, Z(N)を N の中心とする. また,

任意の g ∈ N に対して, C(g)は, C(g) : N −→ N ;n 7→ gng−1 を表すとする.

ρ : N −→ Perm(N); g 7→ (x 7→ xg−1),

λ : N −→ Perm(N); g 7→ (x 7→ gx)

とする. また, N の holomorphを,

Hol(N) = ρ(N)⋊Aut(N)

と定義する. 本節では, holomorphの正則部分群と skew braceの関係および holomorphの正則部分
群の作り方について考える. 定理 3.5, 命題 3.7で述べるが, 群 N の holomorph Hol(N)の Gと同型
な正則部分群を計算し, Aut(N)によるそれらの共役類を調べることにより, b(G,N)が求められる.

3.1 Holomorphの正則部分群と skew braceの関係
まず, 群作用が正則であることの定義を確認する.

定義 3.1. H を群, X 6= ∅を集合とする. H ×X −→ X; (σ, x) 7→ σ · xを左群作用とする. この作
用が,

• (推移的) 任意の x, y ∈ X に対して σ ∈ H が存在して y = σ · x
• (自由) 任意の x ∈ X,σ1, σ2 ∈ H に対して σ1 · x = σ2 · x ならば σ1 = σ2

をともに満たすとき, この作用は正則であるという.

注意 3.2. H の集合X への左群作用が推移的であることと, x0 ∈ X を固定し, 任意の y ∈ X に対し
て, σ ∈ H が存在して σ · x0 = y が成り立つことは同値である. また H の集合 X への左群作用が自
由であることと, 任意の x ∈ X,σ ∈ H に対して, σ · x = xならば σ = 1であることは同値である.

命題 3.3. H を Perm(N)の部分群とすると, H ×N −→ N ; (σ, g) 7→ σ(g)は左群作用である. この
とき, 次の (a), (b)は同値である.

(a) この作用が正則である.

(b) 写像 ξH : H −→ N ;σ 7→ σ(1) が全単射である.

これらが成り立つとき, H を正則部分群という.

Proof (a)=⇒(b). ξH(σ) = ξH(σ′) ならば σ(1) = σ′(1) である. 作用は自由であるから, σ = σ′

となる. よって, 写像 ξH は単射である. 考えている作用は推移的なので, 任意の g ∈ N に対して,

(σ, 1) 7→ σ(1) = g となる σ ∈ H が存在する. よって, 写像 ξH は全射である.

Proof (b)=⇒(a). ξH は全射であるから, 任意の g ∈ N に対して, σ(1) = ξH(σ) = g となる σ ∈ H

が存在する. よって作用が推移的であることが示せた. また, 任意の g ∈ N, σ ∈ H に対して,



σ(g) = g と仮定する. ξH は全単射だから, σ′ ∈ H が存在して, g = ξH(σ′) = σ′(1) である. よっ
て, 仮定から, σ(σ′(1)) = σ′(1) が成り立つ. σ(σ′(1)) = (σσ′)(1) であるから, σ(g) = g ならば,

ξH(σσ′) = ξH(σ′)であることがわかる. 写像 ξH は単射であるから, σσ′ = σ′ となり, σ = 1とわか
る. よってこの群作用は自由である.

例 3.4. ρ(N), λ(N)は Perm(N)の正則部分群である. これは, 写像

ξρ(N) : ρ(N) −→ N ; ρ(g) 7→ ρ(g)(1) = g−1,

ξλ(N) : λ(N) −→ N ;λ(g) 7→ λ(g)(1) = g

は全単射であることからしたがう.

Hol(N) の正則部分群と, skew brace は密接に関わっている. [10, Theorem 4.2] より次のことが
わかる.

定理 3.5. 群 N = (N, ·) の holomorph Hol(N) の正則部分群と, (N, ·, ◦) が skew brace とな
る二項演算 ◦ は一対一対応する. Hol(N) の正則部分群 R を, {γg}g∈N ⊆ Aut(N) を用いて
R = {ρ(g)γg | g ∈ N}と表したとき, Rは N 上の二項演算

g ◦ h = g · γg(h)

と対応し, Rは, 対応する二項演算 ◦のなす群 (N, ◦)と同型である.

例 3.6. 正則部分群 ρ(N)に対応する二項演算は例 2.2の演算である.

実際, ρ(N) = {ρ(g)id | g ∈ N}であるから, 任意の g, h ∈ N に対して,

g ◦ h = g · id(h) = g · h

である.

正則部分群 λ(N)に対応する二項演算は例 2.3の演算である.

実際, λ(N) = {λ(g)id | g ∈ N} = {ρ(g)C(g−1) | g ∈ N}であるから, 任意の g, h ∈ N に対して,

g ◦ h = g · C(g−1)(h) = g · g−1 · h · g = h · g

である.

次に, この Hol(N)の正則部分群を用いて, skew brace の同型を表す ([10, Proposition 4.3]).

命題 3.7. Hol(N)の正則部分群 R1, R2 に対して, 対応する二項演算を ◦1, ◦2 とする. このとき,

(N, ·, ◦1) ∼= (N, ·, ◦2) ⇐⇒ ∃ψ ∈ Aut(N) s.t. ψR1ψ
−1 = R2.

定理 3.5, 命題 3.7より, b(G,N)を調べるために, Hol(N)のGと同型な正則部分群の数を調べ, そ
れらの Aut(N)による共役類を考えればよい. 次の第 3.2節では Hol(N)の正則部分群の作り方を紹
介する.



3.2 Hol(N)の正則部分群の作り方
以下, G, N は有限群とする. 本節では, 交差準同型と fixed point free pairにより Hol(N)の正則

部分群を作る方法を紹介する. まず, 交差準同型を用いて Hol(N)の正則部分群を作る. はじめに交
差準同型の定義を確認する.

定義 3.8. 準同型 f : G −→ Aut(N)が与えられたとき, g : G −→ N が任意の σ1, σ2 ∈ Gに対して,

g(σ1σ2) = g(σ1) · f(σ1)(g(σ2))

を満たすとき, 写像 gを fに関する交差準同型という.

準同型 f : G −→ Aut(N)に関する交差準同型 g : G −→ N について, g(1) = 1である. 実際,

g(1) = g(1) · f(1)(g(1))
= g(1) · id(g(1))
= g(1) · g(1)

よって, g(1) = 1である. このことから, 交差準同型は準同型であるとは限らないが, 準同型と同じよ
うに単位元を保つことがわかる.

　準同型 f : G −→ Aut(N)と, この fに関する全単射交差準同型 g : G −→ N が与えられたとき,

R(f,g)(G) = {ρ(g(σ))f(σ) | σ ∈ G} (1)

は Hol(N)の Gと同型な正則部分群である. また, Hol(N)の Gと同型なすべての正則部分群はこの
ように作ることができる ([12, Proposition 2.1]).

　また, fixed point free pair で正則部分群を作ることができる. まずは fixed point free pairの定義
を確認する ([6]).

定義 3.9. f, g : G −→ N を準同型とする. f(σ) = g(σ)が成り立つならば, σ = 1であるとき, (f, g)

を fixed point free pairという. (以下, fixed point free pair を fpf pairとかくことにする.)

f, g : G −→ N を準同型とする. (f, g)が fpf pairであるとき,

R(f,g)(G) = {ρ(g(σ))λ(f(σ)) | σ ∈ G} (2)

は Hol(N)の Gと同型な正則部分群である ([6]). また,

R(f,g)(G) = {ρ(g(σ))λ(f(σ)) | σ ∈ G}
= {ρ(g(σ)f(σ)−1)ρ(f(σ))λ(f(σ)) | σ ∈ G}
= {ρ(g(σ)f(σ)−1)C(f(σ)) | σ ∈ G}

とかける. ここで,

f : G −→ Aut(N);σ 7→ C(f(σ))

g : G −→ N ;σ 7→ g(σ)f(σ)−1



とおくと, fは明らかに準同型であり, gは fに関する全単射な交差準同型である ([12]). 実際, gが f

に関する交差準同型であることについて, 任意の σ, σ′ ∈ Gに対して,

g(σσ′) = g(σσ′) · f(σσ′)−1

= g(σ) · g(σ′) · f(σ′)−1 · f(σ)−1

= g(σ) · f(σ)−1 · f(σ) · g(σ′) · f(σ′)−1 · f(σ)−1

= g(σ) · C(f(σ))(g(σ′))

となり, したがう. g が全単射であることについて, g(σ) = g(σ′) であるとすると, g(σ) · f(σ)−1 =

g(σ′) ·f(σ′)−1であり, g(σ′−1σ) = f(σ′−1σ)と変形できる. (f, g)は fpf pairであるから, σ′−1σ = 1

となり, σ = σ′ がいえた. よって, gは単射である. G,N は有限群で, 同じ位数を持つので, 全射もし
たがう. よって, g は全単射で f に関する交差準同型である. R(f,g)(G) = R(f,g)(G) となるから, 式
(2)の作り方が式 (1)の作り方の一例となることがわかる.

　さらに, Z(N) = {1}のとき, 式 (1)において fの像が Inn(N)に含まれているならば, 対応する正
則部分群は式 (2)の作り方でも作ることができる. 実際, fは準同型 f : G −→ N を用いて,

f : G −→ Aut(N);σ 7→ C(f(σ))

とかけ,

R(f,g)(G) = {ρ(g(σ))f(σ) | σ ∈ G}
= {ρ(g(σ))C(f(σ)) | σ ∈ G}
= {ρ(g(σ) · f(σ))ρ(f(σ)−1)ρ(f(σ))λ(f(σ)) | σ ∈ G}
= {ρ(g(σ) · f(σ))λ(f(σ)) | σ ∈ G}

とかける. ここで,

g : G −→ N ;σ 7→ g(σ) · f(σ)

とおくと, g : G −→ N も準同型で, (f, g)は fpf pairである ([12]). 実際,

g(σσ′) = g(σσ′) · f(σσ′)

= g(σ) · C(f(σ))(g(σ′)) · f(σ) · f(σ′)

= g(σ) · f(σ) · g(σ′) · f(σ)−1 · f(σ) · f(σ′)

= g(σ) · f(σ) · g(σ′) · f(σ′)

= g(σ) · g(σ′)

より, g は準同型である. また, σ ∈ G に対して, g(σ) = f(σ) ならば, g(σ) · f(σ) = f(σ) となり,

g(σ) = 1である. ここで, g(1) = 1であり, gは単射であるから, σ = 1である. よって, (f, g)は fpf

pairである. したがって, R(f,g)(G) = R(f,g)(G)となるから R(f,g)(G)は式 (2)の作り方でも作るこ
とができることがわかる. 特に, Z(N) = {1}かつ Aut(N) = Inn(N)のとき, Hol(N)の Gと同型
な正則部分群は式 (2)の作り方でも作ることができることがわかった ([6], [7]).しかし, N の中心が
自明でないとき Hol(N)のすべての Gと同型な正則部分群は式 (2)の作り方で作ることができると
は限らない.

　また異なる fpf pairから作られる Hol(N)の正則部分群が一致する可能性がある. 式 (2)の作り方
により作られた, 一致する Hol(N)の正則部分群について, 次が成り立つ.



命題 3.10. f, f ′, g, g′ : G −→ N は準同型で, (f, g), (f ′, g′)は fpf pair とする. Z(N) = {1}のと
き, Hol(N)の正則部分群 R(f,g)(G), R(f ′,g′)(G)に対して,

R(f,g)(G) = R(f ′,g′)(G) ⇐⇒ ∃π ∈ Aut(G) s.t. (f, g) = (f ′ ◦ π, g′ ◦ π).

このように対応する正則部分群が一致する fpf pairは同一視することができる.

4 主定理
G = Sn, N を Gと同じ位数を持つ群とする. このとき,

(B, ◦) ∼= G, (B, ·) ∼= N

となる skew brace (B, ·, ◦)の同型類の数 b(G,N)について筆者は考察した. 定理 3.5より, Hol(N)

の Gと同型な正則部分群が存在しない N について, b(G,N)は 0である. [11]より, Hol(N)の Gと
同型な正則部分群が存在するような N は,

n = 1, 2のとき N ∼= Sn

n = 3のとき N ∼= S3, C6

n = 4のとき N ∼= S4, A4 × C2, S3 × C2 × C2, C6 × C2 × C2

n ≥ 5, n 6= 6のとき N ∼= Sn, An × C2

n = 6のとき N ∼= S6, A6 × C2, M10

ただし, Ci は位数 iの巡回群, M10 は 10次のマシュー群を表すとする. 次のことを明らかにした.

定理 4.1.

(1) n = 1, 2のとき
b(Sn, Sn) = 1.

(2) n = 3のとき
b(S3, S3) = 2, b(S3, C6) = 1.

(3) n = 4のとき
b(S4, S4) = 4, b(S4, A4 × C2) = 4, b(S4, S3 × C2 × C2) = 4, b(S4, C6 × C2 × C2) = 3.

(4) n ≥ 5, n 6= 6のとき

b(Sn, Sn) = 2
(
1 +

⌊n
4

⌋)
, b(Sn, An × C2) = 2

(
1 +

⌊
n− 2

4

⌋)
.

(5) n = 6のとき
b(S6, S6) = 4, b(S6, A6 × C2) = 2, b(S6,M10) = 2.

注意 4.2. (2)は [1]の結果である. (3)から (5)について, b(Sn, Sn) (n ≥ 4), b(Sn, An×C2) (n ≥ 5)

の場合を除き, 数式処理システム Magma [5] を用いて計算した. Magma を用いていない場合につ
いて, 第 3 節の内容や [7] を元に, n ≥ 3 のとき, Z(Sn) = {1} であること, そして, n 6= 6 のとき,

Aut(Sn) = Inn(Sn)であることを用いて考察した.



5 今後について
今後, 数式処理システムMagmaを用いて計算した部分について, 新たに Hol(N)の正則部分群の

構成方法を考えることによりすべての場合について b(Sn, N)を理論値として求めたい.

　本稿の執筆および研究を進めるにあたり, Cindy Tsang 助教にご指導を賜りました. 感謝申し上げ
ます.
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