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概要
楕円曲線の退化として得られる特異曲線は小平ファイバーと呼ばれ、ADE 型分類をもつ。ミ
ラー対称性により A型の小平ファイバーの導来圏には A型の二重アファインブレイド群が自然
に作用する。本講演では、この作用が Seidel–Thomas の spherical twist の変種として解釈で
き、それを用いて他の型の小平ファイバーの導来圏にも対応する型の二重アファインブレイド群
の作用が構成できることを説明する。

1 導入
本稿で扱う代数多様体は C上のものとする。

1.1 楕円曲線と小平ファイバー
平面上の三次式で表される代数曲線のうち、特異点を持たないものを楕円曲線という。例えば曲線

y2 = x3 − x+1は楕円曲線である。y2 = x3 + x2 は三次式で定まるが、f = y2 − x3 − x2 の Jacobi

行列 (−3x2 − 2x, 2y)は原点で 0になるので特異点をもち、楕円曲線ではない。
楕円曲線の族として得られる（非特異）曲面を楕円曲面という。例えば、tをパラメータとする楕

y2 = x3 − x+ 1

図 1.1 楕円曲線

y2 = x3 + x2

図 1.2 I1 型小平ファイバー

図 1.3 I3 型小平ファイバー
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円曲線の族 y2 = x3 + x2 + tは楕円曲面である。これは t ̸= 0では楕円曲線だが、t = 0では図 1.3

の特異曲線になる（退化する）。より正確には、楕円曲面とは曲面 S から曲線 C への全射 π : S → C

であって、有限個の t ∈ C を除いてファイバー π−1(t)が楕円曲線になるようなもののことである。
いくつかのファイバーは特異点を持つかもしれないが、小平と Néronは相対的極小という良いクラ
ス*1の楕円曲面に対しどのような特異ファイバーが現れるかを分類した。それらを小平ファイバーと
いい、既約成分を頂点としその交点を辺としたグラフを考えることで（アファイン）Dynkin図形が
得られ、それをもとに以下のように分類される。

(I1) 1つの二重点を持つ有理曲線、Dynkin図形 A1

(In) N ≥ 2本の P1 を n角形の形に並べたもの、アファイン Dynkin図形 Ãn−1

(II) 1つの尖点を持つ有理曲線、A1

(III) 1点で重複度 2で接する 2本の P1、Ã1

(IV ) 1点で交わる 3本の P1、Ã2

(I∗n) 4本の P1 と n+ 1 ≥ 1本の重複度 2の P1 を既約成分を持つ曲線、D̃n+4

(II∗) 9本の重複度つき P1 を既約成分にもつ曲線、Ẽ8

(III∗) 8本の重複度つき P1 を既約成分にもつ曲線、Ẽ7

(IV ∗) 7本の重複度つき P1 を既約成分にもつ曲線、Ẽ6

(mIn) 重複度m ≥ 2の In 型曲線

本稿では初めに A型 Dynkin図形に対応するもの、特に n ≥ 2の In 型の小平ファイバーの導来圏に
ついて先行研究を紹介し、それらが D 型と E 型についてどのように拡張されるかを見ていく。

1.2 代数多様体の導来圏とホモロジー的ミラー対称性
Abel圏に対し、その（有界）導来圏と呼ばれる三角圏が構成できる。代数多様体X 上の連接層のな
すAbel圏 cohX の導来圏をX の導来圏といい、Db(X)とあらわす。Db(X)の対象は連接層の複体
であり、射の空間は Ext群によって与えられる。代数多様体の導来圏は 1960年代に Grothendieck

と Verdierによって Serre双対を一般的に記述する目的で導入され、現在では代数幾何学の重要な研
究対象の 1つとなっている。ここではその重要性について、多様体の不変量としての側面と、ホモロ
ジー的ミラー対称性における中心概念としての側面から説明する。
一般に空間 X に対しその不変量を考えることは基本的である。次元やコホモロジー群などが典
型であり、代数多様体であればさらに K 群、標準環などが挙げられるが、これらの多くが導来圏
Db(X)から計算できることが知られている。また cohX からは X の同型類そのものを復元できる
が、Db(X)については以下の 2つの定理が示すように X を復元できる場合とできない場合がある。

定理 1.1 ([Muk81]). X を Abel多様体とし X̂ をその双対 Abel多様体とする（これらは一般には同
型ではない）。このとき三角圏としての同値 Db(X) ∼= Db(X̂)が存在する。

*1 ファイバーに (−1)-曲線を含まない楕円曲面を相対的極小という。ファイバーに (−1)-曲線を含むときはそれらの曲線
を 1点に置き換える操作（ブローダウン）を繰り返して相対的極小にすることができる。



定理 1.2 ([BO01]). X,Y を非特異射影多様体とし、X の標準束 ωX またはその双対束 ω∨
X が豊富

な直線束だと仮定する。このとき Db(X)と Db(Y )が三角圏として同値ならば、X ∼= Y である。

このように Db(X) は X の幾何学について非常に多くの情報を持っている一方で、その全てを統
制しているわけではない。その意味で X の代わりに Db(X)を考えることは双有理幾何学を考える
ことに似ている。双有理幾何学と導来圏の間には実際に深いつながりがあることがわかっているが、
ここでは省略する。
次にミラー対称性とは、ある空間X の代数幾何学と別の空間M のシンプレクティック幾何学の間
に物理学の超弦理論に由来する不思議な関係があるという現象である。この結び付きは例えば X 内
の有理曲線の数え上げ問題をM の周期積分に帰着して解決するなど、それまでの代数幾何学にはな
い物理学のアイデアに基づく新たな進展をもたらしてきた。その背後にあるとされる最も強力な予想
の 1つが、Kontsevichの提唱したホモロジー的ミラー対称性である。

予想 1.3. Calabi–Yau多様体X に対し別の Calabi–Yau多様体M が存在して、X の連接層の導来
圏 Db(X)とM の深谷圏の導来圏 Db Fuk(M)が（強化）三角圏として同値になる。

ここで深谷圏 Fuk(M)とその導来圏 Db Fuk(M)はシンプレクティック多様体M に対し定義され
るもので、Db Fuk(M)の対象と射は大雑把にいうとM の Lagrange部分多様体とその交差によって
与えられる。例えばX が楕円曲線 E の場合、そのミラーM はトーラス T であり、E およびその閉
点 x ∈ E の構造層 OE ,Ox ∈ Db(E)がそれぞれ T 上の緯線と経線に対応する [PZ98]。このように
ミラー対称性はまったく異なる種類の幾何学が等価であることを主張する非常に深い現象・予想であ
り、その記述には導来圏が現れる。

例 1.4. 楕円曲線 E とトーラス T のミラー対称性において、OE ,Ox ∈ Db(E) は T 上の曲線
α, β ∈ Db Fuk(T )に対応する（図 1.4）。∑

i dimExtiE(OE ,Ox) = 1と#(α ∩ β) = 1が一致してい
ることは射の対応の帰結である。
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図 1.4 楕円曲線とトーラスのミラー対称性



1.3 Fourier–向井関手と捻り関手
X,Y を非特異射影多様体とし、pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y を射影とする。このとき、

X × Y の導来圏の対象 P ∈ Db(X × Y )に対し関手

ΦP : Db(X)
p∗
X−−→ Db(X × Y )

−⊗P−−−→ Db(X × Y )
pY ∗−−→ Db(Y )

を P を積分核とする Fourier–向井関手（積分関手）と呼ぶ。ここで p∗X , pY ∗,−⊗ P はそれぞれ逆
像、順像、テンソル積（の導来関手）を意味する。この名前は定理 1.1の証明において Fourier変換
の類似として向井により導入されたことによる。以下の定理より、Fourier–向井関手は導来圏の間の
関手、特に同値を調べる上で基本的な道具となる。

定理 1.5 ([Orl97]). X,Y を非特異射影多様体とし、Φ: Db(X) → Db(Y )を充満忠実な三角関手と
する。このとき Φはある積分核 P による Fourier–向井関手 ΦP と同型である。

導来圏Db(X)の自己同値群 AuteqDb(X)を、三角圏の構造を保つようなDb(X)の自己同値関手
の同型類がなす群とする。典型的な自己同値として、X の自己同型 f による逆像 f∗(−)、X 上の直
線束 Lによるテンソル積 (−)⊗ L、および三角圏のシフト関手 (−)[1]が常に存在し、これらの生成
する AuteqDb(X)の部分群

A(X) = Aut(X)n Pic(X)× Z[1]

の元は標準的な自己同値と呼ばれる。以下の結果が基本的である。

定理 1.6 ([BO01]). X を非特異射影多様体とし、X の標準束 ωX またはその双対束 ω∨
X が豊富な直

線束だと仮定する。このとき A(X) = AuteqDb(X)である。

A(X)以外の自己同値を具体的に構成する方法として、Seidelと Thomasは [ST01]において捻り
関手の概念を導入した。

定理 1.7 ([ST01]). X を n次元の非特異射影多様体とし、E ∈ Db(X)を球面対象、すなわち

E ⊗ ωX
∼= E, Homi(E,E) =

{
C i = 0 or n,

0 otherwise

を満たすものとする。このとき P = Cone(E∨⊠E
ev−→ O∆) ∈ Db(X×X)を積分核とする Fourier–

向井関手 ΦP は圏同値である。これを球面対象 E に付随する（球面）捻り関手 (spherical twist,

twist functor)といい、TE と書く。

定義より捻り関手 TE について以下が得られる。これを TE の定義だと思ってもよい。

系 1.8. E ∈ Db(X)を球面対象とすると、任意の F ∈ Db(X)について完全三角形

Hom∗(E,F )⊗ E
ev−→ F → TE(F )

+1−−→ (1.1)

が存在する。ここで evは自然なペアリング写像である。



この定義のモチベーションについて少し説明する。実曲面 Σ上の閉曲線 γ に対し、そのDehn捻
りという Σの自己同相が以下の図のように「γ に沿って Σを切断し、180度捻って再接着する」も
のとして定義されていた（図 1.5）。

γ

↓

図 1.5 閉曲線 γ に沿った Dehn捻り

Seidel [Sei99]はこれを一般化して、2n次元シンプレクティック多様体M の中の Lagrange球面
Sn に対して Dehn捻りを定義した。ミラー対称性Db(X) ∼= Db Fuk(M)のもとでは Dehn捻りに対
応する Db(X)の自己同値が得られるが、これが捻り関手のモデルである。Sn ⊂ M の Db Fuk(M)

の対象としての（次数付き）自己準同型環は

Hom∗
Db Fuk(M)(S

n, Sn) = HF ∗(Sn, Sn)⊗R C

で、FloerコホモロジーHF ∗(Sn, Sn)は球面のコホモロジーH∗(Sn,R)と同型である。よって球面
対象の 2つ目の条件

Homi(E,E) =

{
C i = 0, dimX,

0 otherwise

は E の自己準同型環が Lagrange球面 Sn のそれと等しいことを意味する。さらに Seidelは [Sei03]

において、(1.1)と同様の完全三角形が導来深谷圏での Dehn捻りにおいても成り立つことを示した。
そこでこれらの性質をもとに（M を登場させず）Db(X)の言葉のみで代数的に定義されたものが捻
り関手である。

例 1.9. (1) E を楕円曲線とすると、構造層 OE は Db(E) の球面対象である。捻り関手 TOE
は

標準的な自己同値ではない自己同値の例を与える。これは楕円曲線とトーラスのミラー対称性
のもとで、OE に対応するトーラスの緯線 αに沿った Dehn捻りに対応する（図 1.4）。

(2) S を非特異曲面とし、P1 ∼= G ⊂ S を (−2)-曲線とする。このとき G上の次数 a ∈ Zの直線
束 OG(a)を S 上の層とみたものは、（Hirzebruch–Riemann–Rochの定理より）Db(S)の球
面対象である。



1.4 ブレイド群
ブレイド群（組み紐群, braid group）Bn は、n本の紐の絡まり方（組み紐）を元とし、それら
を上下に接着することを演算として定義される群である。ここで連続的に変形できる組み紐は同じ
元とみなす。例えば下図の組み紐は B3 の元の 1つを表している。n次対称群 Sn は n本の線を持つ

=

図 1.6 3本の紐からなる組紐

あみだくじとその接着のなす群と思えるが、ブレイド群はそこに線の絡まり合いを許したようなも
のと考えられる。対称群が隣り合う線の入れ替えによって生成されるのと同様に、ブレイド群は隣
り合う紐の絡まり合いによって生成される。ここでは紐 iと i + 1を入れ替える操作を Ti と書くこ
とにする。例えば図 1.6は B3 の中で T1T2T1 = T2T1T2 が成り立つことを表している。この関係式
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 をブレイド関係式という。また |i − j| ≥ 2のとき明らかに Ti と Tj は可換
である。実はこれらの関係式のみで Bn が表されることが知られている。

定理 1.10 (M.Artin).

Bn =

〈
T1, T2, . . . , Tn−1

∣∣∣∣∣TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 (1 ≤ i ≤ n− 2)

TiTj = TjTi (|i− j| ≥ 2)

〉
.

互換 (i, i+ 1)を si とするとき n次対称群が

Sn =

〈
s1, s2, . . . , sn−1

∣∣∣∣∣sisi+1si = si+1sisi+1 (1 ≤ i ≤ n− 2)

sisj = sjsi (|i− j| ≥ 2), s2i = 1 (1 ≤ i ≤ n− 1)

〉

と表示されることを思い出すと、ブレイド群は対称群の関係式のうち s2i = 1を除いたものとみなせ
る。特に自然な全射準同型 Bn → Sn が存在する。このブレイド群には様々な一般化が考えられる
が、ここでは 2つの方向性について紹介する。
まず n 本の紐を「平面上の n 点の動き」とみなすと、ブレイド群の位相幾何的な解釈が得
られる。平面上の n 点の（順序を無視した）配置のなす空間 UConfn(C) を、Cn から対角集合
{(xi)i | xi ̸= xjfor somei ̸= j}を除いて座標の入れ替えによる対称群作用で割ったものとして定義
する。

UConfn(C) := (Cn \ {(xi)i | xi = xj for some i ̸= j})/Sn.

組み紐は空間 UConfn(C)内のループとみなせ、ブレイド群は UConfn(C)の基本群として表される。

Bn
∼= π1(UConfn(C)).



そこで平面の代わりに別の空間を使うことで、同様の群を定義することができる。例えばトーラス
T 2 をとれば楕円ブレイド群 BEll

n が得られる。これは隣り合う点を入れ替える操作 T1, . . . , Tn−1 と、
点を緯線または経線に沿って一周させる操作X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn によって生成される（図 1.7）。

図 1.7 BEll
n の生成元（[Jor09]より引用）

また対称群 Sn が An−1 型ルート系のWeyl群であることを思い出すと、より一般のルート系に対
しても定理 1.10のような形で組み合わせ論的にブレイド群やその変種を定義することができる。

定義 1.11. Rを既約有限ルート系とし {α1, . . . , αn} ⊂ Rを基底の 1つとする。RのWeyl群W は
αi に対応する鏡映 si たちで生成され、鏡映 si は s2i = 1と（適切な）ブレイド関係式を満たす。そ
こで T1, . . . , Tn を生成元とし si の関係式のうち s2i = 1を除いたものを関係式として定まる群を R

のブレイド群といい、B と書く。B は Rの基底の取り方によらない。

ユークリッド空間 V 上の有限ルート系Rがあると、そこからアファインルート系Raが {α+nδ ∈
Aff(V ) | α ∈ R,n ∈ Z}により定まる。ここで Aff(V )は V 上のアファイン関数のなすベクトル空
間で、δ は定数関数 1である。Rの基底 {α1, . . . , αn} ⊂ Rは自然に Ra の基底 {α0, . . . , αn} ⊂ Ra

を与える。このとき Ra のWeyl群W a は鏡映 s0, . . . , sn で生成され、特にW = ⟨s1, . . . , sn⟩ ⊂ W

である。さらに以下のような表示も知られている。

命題 1.12. Rのコルート格子を Q∨ ⊂ V とすると、平行移動により Q∨ ⊂ W a とみなせる。そして
W a ∼= W nQ∨ である。右辺は RのアファインWeyl群と呼ばれる。

コルート格子 Q∨ はコウェイト格子 P∨ の部分格子だから、W ae = W n P∨ と定めるとW a を含
む群W ae が得られる。これを Rの拡大アファインWeyl群と呼ぶ。これらのWeyl群から鏡映の関
係式 s2i = 1を忘れることでアファインブレイド群 Ba と拡大アファインブレイド群 Bae が定義され
る。これらの群は B,Q∨ ⊂ Ba や B,P∨ ⊂ Bae という部分群を持ち、それらによって生成される。

Ba = ⟨B,Q∨⟩, Bae = ⟨B,P∨⟩.

Bae にさらにウェイト格子 P を付け加えて生成されるのが、二重アファインブレイド群 Bd である。

Bd = ⟨B,P∨, P ⟩.

以上の厳密な定義には触れないが、右辺の生成元の間の関係式は明示的に与えられることを述べてお
く。これらのブレイド群はMacdonald予想に関連して Cherednikが導入した二重アファイン Hecke

環 (double affine Hecke algebra, DAHA)の理論に現れるものである。



補足 1.13. An 型既約有限ルート系は単純 Lie代数 sln+1 に対応するが、sln+1 の代わりに簡約 Lie

代数 gln+1 に対応する二重アファインブレイド群を定義することもできる。この場合ブレイド群 B

は An 型のまま、P や P∨ が sln+1 のものから gln+1 のものに置き換えられる。gln+1 から得られる
二重アファインブレイド群 Bd は楕円ブレイド群 BEll

n と同型になることが知られている。

最後にブレイド群と導来圏の関係について述べる。Seidelと Thomasは良い条件を満たす球面対
象の族から導来圏への忠実なブレイド群作用が誘導されることを示した [ST01]。

定理 1.14 ([ST01]). X を非特異射影多様体とし、E1, . . . , Em ∈ Db(X)を球面対象であって以下の
条件を満たすものとする。

∑
k

dimC Homk(Ei, Ej) =

{
1 |i− j| = 1,

0 |i− j| ≥ 2.

このとき生成元 Ti を捻り関手 TEi
に送るような単射群準同型 Bm+1 → AuteqDb(X)が存在する。

2 主結果
筆者は Seidel–Thomasの捻り関手を用いて新たな自己同値 HE を導入した。

定理 2.1 ([Ara23]). π : X → T を非特異射影多様体の間の平坦射とし、i : X0 = π−1(0) → X を
ファイバーとする。また E ∈ Db(X0)を、i∗E ∈ Db(X)が球面対象になるような対象とする。この
とき以下の図式を可換にするような同値 HE : Db(X0) → Db(X0)が E と iから構成できる。

Db(X0) Db(X)

Db(X0) Db(X).

i∗

HE Ti∗E

i∗

これを楕円曲面 π : S → C に適用する。i : F = π−1(0) ↪→ S を既約成分が 2個以上ある特異ファ
イバーとすると、その既約成分 G ⊂ F は S の (−2)-曲線となる。よって G ∼= P1 上の次数 aの直線
束 OG は Db(S)の球面対象を与える。上の定理より、Db(S)の自己同値 TOG(a) と整合的な Db(F )

の自己同値 HOG(a) が得られる。捻り関手は Dehn 捻りの対応物だったが、F が In 型の場合この
HOG(a) は実曲面の半捻りという操作の対応物となる。具体的に説明しよう。n ≥ 2とし、Fn を In

型の小平ファイバーとする。Fn のミラー多様体は n点穴あきトーラス Tn である。

定理 2.2 ([LP17]). W(Tn)を Tn の巻深谷圏 (wrapped Fukaya category)とすると、三角圏の同値
Db(Fn) ∼= Db(W(Tn))がある。

これにより E ∈ Db(Fn)に対応する曲線を γE としよう。

例 2.3. n = 3とする。F3 の既約成分を G1, G2, G3 とし、それらの上にある非特異点を x1, x2, x3

とする。このとき直既約対象 OF3 ,OG1 ,OG1(−1),Ox1 などに対応する T3 上の曲線は図 2.1のよう
な曲線である。ただし白い丸は T3 の 3つの穴を表す。



F3

x1

x2

x3

G1

G2

G3

T3

>

>
>

>

>
>

γOY3

γOx1
γOx2

γOx3

γOG1

γOG1
(−1) γOG2

(−1) γOG3
(−1)

図 2.1 Db(Fn)の対象と T3 上の曲線の対応

また Tn の写像類群 MCG(Tn)*
2は W(Tn) への自然な作用を通じて Db(Fn) へ作用する。

MCG(Tn)は緯線や経線に沿った Dehn捻りと、2つの穴を結ぶ曲線に沿った半捻りという操作で生
成される [LP01]。例えば図 2.1の γOG1

(−1) は穴を結ぶ曲線で、半捻りとは図 2.2の操作である。

>
γ

→ <

図 2.2 曲線 γ に沿った半捻り

定理 2.4 ([Ara23]). In 型小平ファイバー Fn について、HOG(a) ∈ AuteqDb(Fn)は γOG(a) に沿っ
た Tn の半捻りが誘導する自己同値である。

この結果を踏まえ、HOG(a) を OG(a) に沿った半捻り関手と呼ぶことにする。他の型の小平ファ
イバーにも半捻り関手 HOG(a) を定義することができるが、ミラー対称性は In 型の場合にしか知ら
れていないため同じ手法で HOG(a) を調べることはできない。
一方、写像類群 MCG(Tn) は楕円ブレイド群 BEll

n = π1(UConfn(T
2)) と以下のように関係す

る。T 2 上の n 点集合 Pn = {t1, . . . , tn} を固定し、Tn = T 2 \ Pn だとする。Diff(T 2) を T 2 の
自己微分同相群、Diff(T 2, Pn) を Pn を集合として保つような自己微分同相のなす部分群とする。
後者は Diff(Tn) と同一視できること、π0(Diff) = MCG であることに注意する。ϕ ∈ Diff(T 2) を
ϕ(Pn) ∈ UConfn(T

2) へ送る写像はファイバー束 Diff(T 2, Pn) ↪→ Diff(T 2) ↠ UConfn(T
2) を与

え、そのホモトピー長完全列から準同型 δ : BEll
n → MCG(Tn)を得る。

*2 正確には深谷圏の Z次数構造と整合する次数付き写像類群 M̃CG(Tn)を考える必要がある。



以上より BEll
n の Db(Fn) への作用が得られ、BEll

n の生成元 Ti, Xi, Yi のうち Ti は半捻り関手
HOGi

(−1) として作用することが具体的な計算でわかる（図 1.7 や図 2.1 を参照）。また Xi, Yi の作
用も具体的な捻り関手や直線束によるテンソル積関手を用いて表せる。補足 1.13より BEll

n は A型
の二重アファインブレイド群と見なすことができるから、同様の群作用が D 型や E 型 Dynkin図形
に対応する小平ファイバーの導来圏にあるかどうかという問題が考えられる。以下が主結果である。

定理 2.5 (A.). F がD型またはE型のDynkin図形に対応する小平ファイバーのとき、そのDynkin

図形に対応するルート系が定める二重アファインブレイド群 Bd = ⟨B,P∨, P ⟩ が Db(F ) に作用す
る。B の作用は半捻り関手で、P∨ と P の作用は捻り関手と直線束によるテンソル積で与えられる。

補足 2.6. A型 Dynkin図形を持つ小平ファイバーで In 型以外のものでも、ほとんど同様に二重ア
ファインブレイド群やMCG(Tn)の作用を構成できる。
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