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概要
本稿では，種数 2 の非特異射影曲線とそれを部分多様体としてもつ Rational Normal Scroll

の構成について考察する．この Rational Normal Scrollの極小自由分解を利用して，種数 2の
非特異射影曲線の極小自由分解を決定するのが目的である．

1 はじめに
射影多様体の埋め込みについては古来より研究をされてきた．射影多様体を X とし，D を X 上

の非常に豊富な因子としたとき

φD : X → P = PH0(X,OX(D))

によって射影空間への埋め込みが定義される．この射影多様体の埋め込みに関連して，次数付き斉
次座標環，定義イデアルおよび極小自由分解や Syzygyについても併せて考察される．本稿において
は，種数 2の非特異射影曲線の完備線形系による埋め込みとそれを因子としてもつ Rational Normal

Scrollについて性質および極小自由分解についての考察を述べる．主な結果は次の通りである：

定理 1.1. C を種数 2 の非特異射影曲線とし，D を d = degD ≥ 2g + 1 を満たす C 上の因子と
する．

1. Rational Normal Scroll Surfaceを

X =
∪

E∈|KC |

SpanE

とすると，P1上の階数 2のベクトル束 E = O(a1)⊕O(a2)(0 < a1 ≤ a2)の射影化 π : P(E) →
P1 と同型であり

a2 − a1 ≤ 3

が成り立つ．
2. C が存在するような X は次の通りである：
（a）dが奇数のとき

E = O(
d− 3

2
)⊕O(

d− 3

2
) or O(

d− 5

2
)⊕O(

d− 1

2
)

となる．



（b）dが偶数のとき

E = O(
d− 4

2
)⊕O(

d− 2

2
) or O(

d− 6

2
)⊕O(

d

2
)

となる．
3. C は PicX において

C = 2H − (d− 6)F

とできる．

以下，これらの概説を行っていき，最後に他の曲線に対しての研究の方向性について述べる．

1.1 正規有理曲線（Rational Normal Curve）
この節では，有理曲線の中で基本的である正規有理曲線について概説する．これらの結果は，

[1]，[2]，[3]，[4] などからの引き戻しである．以下，P1 の斉次座標系を [t0, t1] とする．すなわち，
H0(P1,O(1)) = 〈t0, t1〉とする．射影直線 P1 も次数 nの因子 D による大域切断

H0(P1,O(D)) = 〈tn0 , tn−1
0 t1, . . . , t0t

n−1
1 , tn1 〉

を考える．この基底により構成される射 φ : P1 → Pn の閉埋め込みであり，その像 C = φD(P1)は

n次の有理曲線となる．これを正規有理曲線という．この曲線の定義イデアル IC は
(
n

2

)
個の 2次

斉次多項式で生成される．別の表現として曲線 C の定義イデアル IC は 2× n行列

Mn,1 =

(
x0 x1 x2 · · · xn−1

x1 x2 x3 · · · xn

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(Mn,1)に等しい．これは，P1 × Pn−1 を Segre埋め
込みした射影多様体を線形多様体で切断したものである．実際に X = σ1,1(P1 × Pn−1)の定義イデ
アル IX は 2× n行列

M =

(
x0 x1 x2 · · · xn−1

xn xn+1 xn+2 · · · x2n−1

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(M)となる．さらに，線形多様体 H は n次元で

H : xn+i−1 − xi = 0 (i = 1, . . . , n− 1)

で定義される．これより C = X ∩H および，IC = IX + IH がいえる．
正規有理曲線 C ⊂ Pn の極小自由分解については，Eagon-Northcott複体が対応する：

0 // S(−n)⊕(n−1) // · · · // S(−r − 1)
⊕r

 n
r + 1


// · · ·

// S(−2)
⊕

n
2


// S // SC

// 0.



ただし，r ≥ 1とする．これより Betti数 βi,j は，β0,0 = 1

βi,i+1 = i

(
n

i+ 1

)
(1 ≤ i ≤ n− 1)

であり，それ以外は βi,j = 0である．

例 1.2. 正規有理曲線の簡単な例として，v2 : P1 3 [t0, t1] 7→ [t20, t0t1, t
2
1] ∈ P2 を考えると，平面 2

次曲線 C : x0x2 − x2
1 = 0が定義できる．

例 1.3. 同様に，v3 : P1 3 [t0, t1] 7→ [t30, t
2
0t1, t0t

2
1, t

3
1] ∈ P3 を考えると，ねじれ 3次曲線 C が定義

できる．これは C : x0x2 − x2
1 = 0, x0x3 − x1x2 = 0, x1x3 − x2

2 = 0により定義される．

2 Rational Normal Scroll

より一般的な結果として，Rational Normal Scrollの構成および極小自由分解を考えることができ
る．Rational Normal Scrollとは，P1 上の階数 nのベクトル束 E の射影化 π : P(E) → P1 をある射
影空間 PN に埋め込んだものである．具体的には

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(an) (0 < a1 ≤ · · · ≤ an)

に対して，N =
∑n

i=1 ai + n− 1とおいて埋め込むものである．X = P(E)の定義イデアル IX を考
える．D =

∑n
i=1 ai + nとして 2×D 行列

MD,1 =

(
x1,0 · · · x1,a1−1 x2,0 · · · x2,a2−1 · · · xn,0 · · · xn,an−1

x1,1 · · · x1,a1 x2,1 · · · x2,a2 · · · xn,1 · · · xn,an

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(MD,1)に等しい．S = k[x1,0, . . . , xn,an

]における
定義イデアル IX の極小自由分解は

0 // S(−N)⊕(N−1) // · · · // S(−i− 1)
⊕i

 N
i+ 1


// · · ·

// S(−2)
⊕

N
2


// S // SX

// 0.

である．

注意 2.1. 階数 1 のベクトル束 O(a1)(a1 > 0) のとき，X = P(O(a1)) ∼= P1 であり，埋め込みは
X ⊂ Pa1 となるから，正規有理曲線を意味する．

注意 2.2. 階数 2のベクトル束 E = O(a1)⊕O(a2)(0 < a1 ≤ a2)のとき，π : X = P(E) → P1 に対
して，E ′ = E ⊗ O(−a2)とすると，X ∼= P(E ′)となる．これは，Hirzebruch曲面に同型であること
がいえる．



注意 2.3. [t0, t1]を底空間 P1 の斉次座標系とし，[z1, . . . , zn]を X 上におけるファイバー Pn−1 の
斉次座標系とすると，埋め込み先の PN 上での P(E)の斉次座標 xi,j は

xi,j |P(E) = tai−j
0 tj1zi

と表すことができる．

ここで，PicX について言及しておく．i : X → PN を埋め込みとし，π : X → P1 を Pn−1 束とす
る．h = [i∗OPN (1)]とし，f = [π∗OP1(1)]とする．このとき

PicX ∼= Zh⊕ Zf

となる．ここで intersection pairingとして

hn = deg E , hn−1.f = 1, f2 = 0

がいえる．*1Rational Normal Scroll P(E)と P1のコホモロジー群H0については次の関係がいえる：

命題 2.4. P1 上の階数 nのベクトル束

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(an) (0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an)

の射影化 X = P(E)について，a ≥ 0とすると

H0(X,OX(aH + bF )) ∼= H0(P1,Syma E ⊗ OP1(b))

が成り立つ．

命題 2.5. D,N, E , X を上述の通りとする．a ≥ 0, b ≥ −1のとき

h0(X,OX(aH + bF )) = (D − n)

(
a+ n− 1

n

)
+ (b+ 1)

(
a+ n− 1
n− 1

)
となる．*2

2.1 補足事項（正規楕円曲線について）
正規有理曲線と同様に，楕円曲線上の因子 D = nP0(n ≥ 3) を用いた埋め込み φD : C → Pn−1

を正規楕円曲線という．この正規楕円曲線の極小自由分解の構成においては，C を含む Rational

Normal Scroll Surfaceの構成が鍵となる：
C を楕円曲線 (g = 1) とし，P0 ∈ C とする．C 上の次数 n の因子 D = nP0(n ≥ 3) に対
応する埋め込み φD : C → Pn−1 における像は n 次曲線となる．これを正規楕円曲線という．

*1 X上のminimal sectionとして，H0 = H − anF が取れる．これはH − rF が effectiveとなるような最大の r ∈ N
とみることができる．

*2 この式より，X の次数と次元によって h0 が決まることがわかる．



H0(C,OC(P0) = 〈1〉,H0(C,OC(2P0)) = 〈1, f〉,H0(C,OC(3P0)) = 〈1, f, g〉 とすると Riemann-

Rochの定理より

H0(C,OC(D)) = 〈1, f, . . . , f i, g, gf, . . . , gf j〉 (0 ≤ i ≤ bn/2c, 0 ≤ j ≤ b(n− 3)/2c)

と基底を選ぶことができる．n = 3のとき，P2 内の非特異 3次曲線が得られる．n = 4のときは，4

次曲線となり，２つの 2次曲面の完全交叉となる．
この関係式を導出するために，Rational Normal Scroll Surfaceを構成する．上記の基底の構成を
利用して (

1 · · · fa−1 g · · · f b−1

f · · · fa gf · · · f b

)
を考えると，2× (a+ b)行列

M(OC(2P0),OC((n− 2)P0)) =

(
z1,0 · · · z1,a−1 z2,0 · · · z2,b−1

z1,1 · · · z1,a z2,1 · · · z2,b

)
が構成される．ただし，a = bn/2c, b = b(n− 3)/2cであり，bn/2c+ 1+ b(n− 3)/2c+ 1 = nであ
る．この 2× 2小行列式全体で定義される Pn−1(n ≥ 4)内の射影曲面が定義できる．

1. n = 4のときは，π : P(O ⊕O(2)) → Q0 ⊂ P3（Q0 は 2次錐）となる．*3
2. n ≥ 5のとき，埋め込み φ : P(O(a)⊕O(b))) → X ⊂ Pn−1 が構成できて，X は非特異射影
曲面（次数 n− 1の Hirzebruch曲面）となる．

先述の通り X は Hirzebruch曲面に同型であり，その Picard群は

PicX ∼= Zh⊕ Zf

で与えられる．ただし，hは超平面切断H(∼= P1)に対応する直線束 OX(1)の同型類，f は π : X →
P1 上のファイバーに対応する直線束OX(F )(F ∼= P1)の同型類であり，h2 = n− 1, h.f = 1, f2 = 0

である．この曲面上において，正規楕円曲線 C に対応する X 上の因子は C = 2H − (n− 3)F であ
る．すなわち，IX の生成系から，IC の生成系を構成することを考える．より一般的には，X の極小
自由分解を利用して，C の極小自由分解を構成することとなる．X の斉次座標環 SX 上での C の定
義イデアルを IC/X とし，その層化を考えると

ĨC/X = OX((n− 3)F − 2H) = OX((n− 3)F )(−2)

を意味する．これより，IC/X の極小自由分解は⊕
m≥0

H0(X,OX((n− 3)F )(m))

の極小自由分解を −2 シフトしたものだと考えられる．これは Eagon-Northcott 複体の Mapping

Coneとして構成することができる．

*3 この射は，特異点 O ∈ Q0 を中心とした Blow-upを意味する．



定理 2.6. [5] C ⊂ Pn(n ≥ 3)を n+ 1次の正規楕円曲線とする．このとき，S = k[z0, . . . , zn]にお
ける C の極小自由分解は次で与えられる．

0 →S(−n− 1) → S(−n+ 1)
⊕(n−2)+

 n− 1
2


→ S(−i− 1)

⊕i

 n− 1
i+ 1

+(n−i−1)

 n− 1
i− 1


→ · · ·

→S(−2)
⊕

n− 1
2

+(n−2)

→ S → SC → 0.

また，Betti数 βi,j について，β0,0 = 1であり

βi,i+1 = i

(
n− 1
i+ 1

)
+ (n− i− 1)

(
n− 1
i− 1

)
(1 ≤ i ≤ n− 2), βn−1,n+1 = 1

であり，その他は βi,j = 0となる．

3 種数 2の非特異射影曲線の極小自由分解について
ここで C を PicX における因子と考える．前節と同様のアイデアで

C = 2H − (d− 6)F

として考えることができるから，その層化を考えると

ĨC/X = OX((d− 6)F − 2H) = OX((d− 6)F )(−2)

を意味する．これより，IC/X の極小自由分解は⊕
m≥0

H0(X,OX((d− 6)F )(m))

の極小自由分解を −2シフトしたものだと考えられる．これは Elliptic Normal Curveの場合と同様
に，Eagon-Northcott複体のMapping Coneとして構成することができる．

定理 3.1. IC は
(

d− 3

2

)
+ (d− 5) 個の 2次斉次多項式で生成される．

また，Mapping Coneを構成することで極小自由分解については次のことがいえる．

定理 3.2. C ⊂ Pd−2(d ≥ 5) の次数 d，種数 2 の非特異射影曲線とする．このとき，S =

k[z0, . . . , zd−2]における C の極小自由分解は次で与えられる．



0 →S(−(d− 2))⊕2 → S(−(d− 2))⊕(d−3) ⊕ S(−(d− 3))⊕(d−4) →

→S(−(d− 4))
⊕

 d− 3
3

+(d−5)(d−3)

→ S(−(d− 5))
⊕2

 d− 3
4

+(d−6)

 d− 3
2


→ · · ·

→S(−4)
⊕(d−7)

d− 3
2

+3

d− 3
4


→ S(−3)

⊕(d−6)(d−3)+2

d− 3
3


→

→S(−2)
⊕

d− 3
2

+(d−5)

→ S → SC → 0.

また，Betti数 βi,j について，β0,0 = 1であり

βi,i+1 = i

(
d− 3
i+ 1

)
+ (d− 4− i)

(
d− 3
i− 1

)
(1 ≤ i ≤ d− 4), βd−4,d−2 = d− 3, βd−3,d−1 = 2

であり，その他は βi,j = 0となる．

例 3.3. 以下，d = 5, 6, 7の場合の例をあげる．

1. d = 5のとき，X = P(O(1) ⊕ O(1)) ⊆ P3 であり，これは非特異 2次曲面である．IC/X =

OX(−2H − F )となるから

0 → S(−4)⊕2 → S(−3)⊕2 ⊕ S(−2) → S → SC → 0

を得る．
2. d = 6のとき，X = P(O(1)⊕O(2)) ⊆ P4 であり，IC/X = OX(−2H)となるから

0 → S(−5)⊕2 → S(−4)⊕3 ⊕ S(−3)⊕2 → S(−2)⊕4 → S → SC → 0

を得る．
3. d = 7のとき，X = P(O(2)⊕O(2)) ⊆ P5 であり，IC/X = OX(−2H + F )となるから

0 → S(−6)⊕2 → S(−5)⊕4 ⊕ S(−4)⊕3 → S(−3)⊕11 → S(−2)⊕8 → S → SC → 0

を得る．

3.1 補足事項（その他の埋め込みについて）
本稿では種数 2 の曲線について考察をしたが，より一般的な超楕円曲線についても可能である
と考えられる．まず C が超楕円曲線とは，2 次の全射正則写像 φ0 : C → P1 によって構成され
るものである．degD ≥ 2g + 1 となる因子 D は非常に豊富であるから，φD : C → Pd−g を定
義できる．非超楕円曲線については，標準埋め込み φKC

: C → Pg−1 について極小自由分解の構
成できる．一般的にも d = 2g + 1 + p ≥ 2g + 1 として考えると βN−1,N+1 = g となり，C の極
小自由分解 F• と次数付き標準加群 KC = Γ(ωC) =

⊕
H0(C,ωC(m)) の極小自由分解 G• には，



G• = HomS(F•, S(−N − 1)) という関係が得られる．これらより各 βi,j について対称性が得られ
る．それに併せて，Castelnuovo-Mumford Regularityを考察することで決定できると考えられる．
（[1]など参照）

4 今後の展開について
今回，射影曲線 C に対して，Rational Normal Scroll Surface X を構成したが，C とX の関係性

は余次元 1という関係がある．１つの拡張として，余次元 2となるような Rational Normal Scroll

の決定についても興味深い．１つの着眼点ではあるが，余次元 2の非特異射影多様体 C はX 上の階
数 2のベクトル束との関係性が定式化できると考えられる．さらに，大域切断により生成される部分
空間 V ⊂ H0(C,OC(D))とそれによって定義される線形系 |V |への埋め込みについても順次進めて
いく．特に Non ACMタイプの曲線や射影多様体が得られるため，局所コホモロジー群Hi

m も含め，
決定していく必要がある．
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