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概要
コンパクトな 3次元多様体M に対し、随伴ライデマイスタートーションというトポロジカル
な不変量が定義される。M が境界付きの双曲多様体である場合に、適当な条件のもと、上記の
トーションが“vanishing identity”を満たすという予想があり、これは数理物理と関連する様で
近日研究が盛んである。本発表では、この予想をM が境界がない場合に考察し、8の字結び目に
沿ったあるデーン手術で得られるクラスに対して計算例を与え、予想の肯定的例を初めて与えた。

1 導入
（捩れ）ライデマイスタートーションとは、大まかには、多様体 M とその基本群の表現 φ :

π1(M) → GL(n;F)から適切な線型写像と完全列を設定した後、その行列式の交代積の形で定められ
る多様体の表現付き不変量である（ここで、Fは可換体である）。本不変量はK. Reidemeister (1935)

によって 3次元多様体に対して導入され、ホモトピー同値類では区別出来ないレンズ空間の同相類の
分類を与えることに寄与した。加えてM が 3次元の場合には、“アレクサンダー多項式”や“サイ
バーグ-ウィッテン不変量”など、他の不変量との関連性が知られている [6]。
ライデマイスタートーションは、定義は素朴なものの計算は一般には難しい。これは、3次の境界

準同型の記述がしばしば容易ではないことに起因する。しかし、例えば結び目に沿った p/1-と 1/q-

デーン手術については、[4] の結果を用いれば、これを記述することが出来る（定理 3.1）。ここで、
p, q は整数である。
ライデマイスタートーションの先行研究では、可換表現や SL(2;C)標準表現を扱う場合が多かっ

たが、本稿では、SL(2;C)随伴表現に付随するライデマイスタートーションについて扱う。計算例と
して、8の字結び目に沿ったあるデーン手術に対してその値を与える（定理 3.3）。
G を半単純リー群、g をそのリー環とする。表現 φ : π1(M) → G と、G の g 上への随伴作用に

よって定義されるライデマイスタートーションを随伴ライデマイスタートーションといい、τgφ(M)

と書く。M が境界付き双曲多様体の場合に、このトーションが vanishing identity を満たすとい
う予想が知られている [1, 2, 3]。詳細は省略するが、これは概ね「M が適当な条件を満たすとき、
SL(2;C)-character varietyのある部分集合 χ(M)が存在して、∑φ∈χ(M)

1
τsl(2;C)φ (M) = 0 ∈ Cとな

る」という予想である。本稿では、M に境界がない場合に次の予想を立てた。

予想 1.1. M を向き付け可能で連結な閉 3 次元多様体とし、G を半単純リー群、g をそのリー
環とする。π1(M) の G-表現の既約表現全体を共役類で割った集合を Rirr

G (M) とする（すなわち、



Rirr
G (M) = {φ : π1(M) → G |φは既約表現 }/conj.とする）。Rirr

G (M)が有限集合であるとき、次が
成立する; ∑

φ∈Rirr
G (M)

1

τgφ(M)
∈ Z.

さらに、M が双曲構造を持つとき、上記の値は 0である。

整数 p, q に対し、S3
p/q(K)を S3 上の結び目 K に沿った p/q-デーン手術で得られる閉 3次元多様

体とする。予想 1.1の肯定的例として、次の定理が与えられる。

定理 1.2. G = SL(2;C),K = 41 とする。任意の整数 p, q に対し、M = S3
p/1(K)とM = S3

1/q(K)

について、予想 1.1は正しい。

2 定義
2.1 コチェイン複体に対する sign-refined Reidemeister torsion

以下、ベクトル空間の基底は全て順序付きであるとする。

C∗ = (0 → C0 δ1−→ C1 δ2−→ · · · δm−−→ Cm → 0)

を体 F 上の有限次元ベクトル空間のコチェイン複体とする。さらに、ci を Ci の基底とし、hi

を i 次コホモロジー群 Hi = Hi(C∗) の基底とする。C∗ の基底 c∗ = (c0, . . . , cm) と H∗ の基底
h∗ = (h0, . . . ,hm)が与えられたとき、sign-refined Reidemeister torsionが次のように定義される。
h̃i を hi の Ci への持ち上げとする。bi を Ci のベクトルの列で、 δi+1(bi)が Bi+1 = Im δi+1 の
基底であるものとする。このとき、ベクトルの列の（順序付き）和集合の列 (δi(bi−1)h̃ibi)は Ciの基
底を与える。基底 ciから (δi(bi−1)h̃ibi)への変換行列の行列式を [δi(bi−1)h̃ibi/ci] ∈ F× = F\{0}
と書く。αi(C

∗) =
∑m

i=0 dimCi と βi(C
∗) =

∑m
i=0 dimHi に対し、|C∗| =

∑m
i=0 αi(C

∗)β(C∗)と
定める。すると、次の交代積を定義することができ、これを sign-refined Reidemeister torsion と
呼ぶ。

Tor(C∗, c∗,h∗) = (−1)|C
∗|

m∏
i=0

[δi(bi−1)h̃ibi/ci] ∈ F×.

上のトーション Tor(C∗, c∗,h∗) は、h̃i と bi の選び方に依らず、C∗, c∗ と h∗ のみに依って
決まることが知られている。簡単のため、 C∗ が非輪状、すなわち、H∗(C∗) = 0 であるとき、
Tor(C∗, c∗,h∗)を Tor(C∗, c∗)と表記する。

2.2 3次元閉多様体の随伴ライデマイスタートーション
M を向き付け可能で連結な閉 3 次元多様体とし、G を半単純リー群、g をそのリー代数とする。

φ : π1(M) → Gを表現、つまり群準同型写像とする。gが半単純であることから、キリング形式 B

は非退化である（ここで、B は x, y ∈ gに対して B(x, y) = Tr(ad(x), ad(y))で定められる双線形形
式である）。したがって、B に関する gの直交基底 B = (e1, e2, . . . , ed)を取ることが出来る。



まず、M の有限胞体分割を与え、M の普遍被覆空間 M̃ を考える。M̃ にM の胞体分割から誘導
される胞体構造を与えると、CW複体のチェイン複体 (C∗(M̃ ;Z), ∂∗)を考えることができる。ここ
で、M̃ の被覆変換を π1(M)から M̃ への左作用とみなすと、この作用は Z[π1(M)]から C∗(M̃ ;Z)
への左作用に自然に拡張される。この作用により、C∗(M̃ ;Z) を左 Z[π1(M)] 加群とみなし、これ
を Cφ

∗ (M̃ ;Z) と書く。さらに、随伴作用 adφ : π1(M) → Aut(g) の自然な拡張によって g を左
Z[π1(M)]加群とみなし、これを gφ と書く。次のコチェイン複体が定義される;

(C∗
φ(M̃ ; g), δ∗) := (HomZ[π1[M ]](C

φ
∗ (M̃ ;Z), gφ), δ∗).

ここで、δi は δi(f) = f ◦ ∂i によって定められる準同型である。
次に、ci = (ci,1, ci,2, . . . , ci,dimZ Ci(M ;Z)) を M の i-胞体全体から定められる Ci(M ;Z) の基

底とする。M の各 i-胞体に対して M̃ への持ち上げを固定すると、Z[π1(M)] 上の自由加群
Cφ

i (M̃ ;Z) の基底 c̃i = (c̃i,1, c̃i,2, . . . , c̃i,dimZ Ci(M ;Z)) が与えられる。任意の i ∈ {1, 2, 3} と j, ℓ ∈
{1, 2, . . . , dimZ Ci(M ;Z)}、k ∈ {1, 2, . . . , k}に対し、cki,j(c̃i,ℓ) = δj,ℓek となるような Z[π1(M)]-準
同型を cki,j ∈ Ci

φ(M̃ ; g)と書く。ここで、δj,ℓ はクロネッカーのデルタである。このとき、列

ci = (c1i,1, c
2
i,1, . . . , c

k
i,1, c

1
i,2, c

2
i,2, . . . , c

k
i,2, . . . , c

1
i,dimZ Ci(M ;Z), c

2
i,dimZ Ci(M ;Z), . . . , c

k
i,dimZ Ci(M ;Z))

は Ci
φ(M̃ ; g)の基底を与える。

さらに、CW 複体M の実数係数のコチェイン複体 C∗(M ;R) を考える。上記の ci に対応して、
Ci(M ;R)の基底 ciR = (ci1, . . . , c

i
dimZ Ci(M ;Z))を取ることが出来る。ここで、cij : Ci(M ;Z) → Rは、

cij(ci,k) = δj,k で定義される準同型である。ポアンカレ双対性により、H∗(M ;R) =
⊕

i≥0 H
i(M ;R)

の homology orientation を標準的に固定することが可能である。この向きに一致するように、
H∗(M ;R) の基底 h∗

R = (h0
R,h

1
R,h

2
R,h

3
R) を取る。C∗(M ;R) の c∗R と h∗

R に付随する sign-refined

Reidemeister torsion は、R× の元である。したがって、符号を取ることができ、これを

τ0 := sgn(Tor(C∗(M ;R), c∗R,h∗
R)) ∈ {±1}

とおく。
以上を用いて、 φに付随するM の随伴ライデマイスタートーション τgφ

(M)が次のように定義さ
れる。C∗

φ(M̃ ; g)が非輪状であるとき、

τgφ(M) := τ0 · Tor(C∗
φ(M̃ ; g), c∗) ∈ F×

とし、C∗
φ(M̃ ; g)が非輪状でないとき、τgφ

(M) := 0とする。
τgφ

(M)は、gの直交基底 B、M の有限胞体分割、c̃i,h
i
R の選び方に依らず、M と φの共役類に

のみ依存することが知られている。

3 定理 1.2の証明
本章では、定理 1.2 の多様体、すなわち、8 の字結び目に沿ったデーン手術で得られる多様体

M = S3
p/1(41)とM = S3

1/q(41) について考える。また、G = SL(2;C), g = sl(2;C)とする。



3.1 準備
[4]より、次のような基本群の表示を与えることが出来る;

π1(S
3
p/1(41)) = 〈x1, x2,m |mx1x2m

−1x−1
1 ,mx2x1x2m

−1x−1
2 , [x1, x2]m

p〉

π1(S
3
1/q(41)) = 〈x1, x2,m,m′ |mx1x2m

−1x−1
1 ,mx2x1x2m

−1x−1
2 ,m[x1, x2]

q,m′[x1, x2]
−1〉

ここで、[x, y] := xyx−1y−1 である。この基本群の表示の語の個数を g とおく。また、生成子を左
から順に x1, . . . , xg とし、関係子を同様に r1, . . . , rg とする。上の基本群の表示に対応して、自然な
同型

HomZ[π1[M ]](C
φ
0 (M̃ ;Z), gφ) ∼= g,

HomZ[π1[M ]](C
φ
1 (M̃ ;Z), gφ) ∼= gg,

HomZ[π1[M ]](C
φ
2 (M̃ ;Z), gφ) ∼= gg,

HomZ[π1[M ]](C
φ
3 (M̃ ;Z), gφ) ∼= g

を与えることが出来る。この同型による同一視により、

(C∗
φ(M̃ ; g), δ∗) = (0 → g

δ1−→ gg
δ2−→ gg

δ3−→ g → 0)

を考える。[4, §3.1]から、δ∗ は次のように基本群の語で記述される。

定理 3.1 ([4, Corollary 3.2]). M = S3
p/1(41)のとき、

W = ρ1 · x1ρ2x
−1
1 · (x1x2x

−1
1 )ρ−1

1 (x1x2x
−1
1 )−1 · ([x1, x2])ρ

−1
2 ([x1, x2])

−1 · ρ3 ·mρ−1
3 m−1

とし、M = S3
1/q(41)のとき、

W = ρ1 · x1ρ2x
−1
1 · (x1x2x

−1
1 )ρ−1

1 (x1x2x
−1
1 )−1 · ([x1, x2])ρ

−1
2 ([x1, x2])

−1 · ρ−1
4 ·m′ρ3m

′−1 · ρ4 · ρ−1
3

とする。このとき、次が成立する;

δ1 =
(
1− xj

)
j=1,...,g

, δ2 =
(

∂rj
∂xi

)
i,j=1,...,g

, δ3 =
(

∂W
∂ρi

)
i=1,...,g

.

ここで、∂∗
∂∗ は Fox微分である（定義は [6, §16.2]など参照）。

さらに、π1(M)から G = SL(2;C)への既約表現の共役類全体の集合 RG(M)irr について、次の命
題 3.2が成り立つ。

D := {a ∈ C | |a| < 1} ∪ {a ∈ C | |a| = 1, Im(a) > 0}

とする。上記で Im(a)は aの虚部を表す。



命題 3.2. 任意の p ∈ Z \ {0}, q ∈ Zに対し、r = p/1または r = 1/q とすると、次の写像は全単射
である;

Φr : Rirr
G (S3

r (41)) → Ar, [φ] 7→ (D の元であるようなφ(m)の固有値).

ここで、
Ar := {a ∈ D | Qr(a) = 0},

Qr(a) :=

{
1− ap−4 + ap−2 + 2ap + ap+2 − ap+4 + a2p （r = p/1のとき）
1− a2q − a4q−1 − 2a4q − a4q+1 − a6q + a8q （r = 1/q のとき）

である。p = 0のときは、A0/1 := {±
√
−1,± 1

2 (1−
√
5)} に対し、全単射

Φ0/1 : Rirr
G (S3

0/1(41)) → A0/1

を定めることが出来る。

Proof. p 6= 0, r = p/1とする。φ : π1(S
3
r (41)) → SL(2;C)を既約表現とする。φ(m)の固有値の一

つが Ar の元となることを示す。φの共役類で、ある a ∈ Dに対して φ′(m) =

(
a 0

0 a−1

)
、または、

ある a′ ∈ C× に対して φ′(m) =

(
1 a′

0 1

)
となるような代表元 φ′ が存在する。φ′(x1) =

(
x y

z w

)
として φ′(ri)を計算すると、各 φ′(ri)が単位行列であることから、φ′(m)は前者の形を取り、y 6= 0

で、x, z, w は aと y により一意に決定され、aが Qr(a) = 0を満たすことがわかる。
さらに、この議論を逆に辿れば、逆写像 Φ−1

r を構成することが出来る。p = 0と r = 1/q のとき
も、同様の方針で計算することにより示される。

命題 3.2の写像 Φr を用い、随伴ライデマイスタートーションが次で与えられる。

定理 3.3. 既約表現 φ : π1(M) → SL(2;C) に付随する随伴ライデマイスタートーションは、
Φr([φ]) = aとすると、

• M = S3
p/1(41), p 6= 0のとき、

τgφ
(S3

p/1(41)) = −4− p+ (−2 + p)a2 + 2pa4 + (2 + p)a6 − (4 + p)a8 + 2pa4+p

2(a2 − 1)3(1 + a2)
,

• M = S3
1/q(41)のとき、

τgφ
(S3

1/q(41)) = −a6q(−1 + 4q + (1− 2q)a2q + 2(1 + a)a4q + (1 + 2q)a6q − (1 + 4q)a8q)

2(a4q − 1)3(1− 2a2q − a4q − 2a6q + a8q)

である。

Proof. 命題 3.2の逆写像 Φ−1
r と定理 3.1を用いれば、g ∼= C3 の同一視の下、

(C∗
φ(M̃ ; g), δ∗) = (0 → C3 δ1−→ C3g δ2−→ C3g δ3−→ C3 → 0)

の各 δiのC係数表現行列が aを用いて記述できる。[6, §2.1]の τ -chainの手法により、Mathematica

を用いて計算すると、定理の値が導出される。



注意 3.4. • M = S3
p/1(41)のとき、[5]によって、τgφ(M)は ±1倍の差を除いて計算されてい

た。上定理の利点は、後に 1
τgφ (M) を足し上げる際、符号の補正を行える点にある。

• 上記のトーションの値は aと a−1 で一致することが計算により確かめられる。
• p = 0のときは、a =

√
−1,−

√
−1, 1

2 (1 −
√
5),− 1

2 (1 −
√
5)に対し、随伴ライデマイスター

トーションはそれぞれ 5
4 ,

5
4 , 5, 5である。

3.2 証明の概略
M = S3

p/1(41)の場合に、定理 1.2の証明を行う。M = S3
p/1(41)に双曲構造が入るための必要十

分条件は |p| ≥ 5であることが知られている。以下、予想 1.1の随伴ライデマイスタートーションの
逆数の和を∑φ

1
τφ
と略記する。

まず、p ≥ 5 の場合に∑
φ

1
τφ

= 0 となることを示す。定理 3.3 の前者の随伴ライデマイスター
トーションの値を aに関する有理多項式とみなし、これを T (a)とおく。さらに、

f(a) := 4Q(a) = 4(1− ap−4 + ap−2 + 2ap + ap+2 − ap+4 + a2p),

g(a) :=
f ′(a)

T (a)
= −8(a2 − 1)3(a2 + 1)ap−5,

F (a) :=
g(a)

f(a)

とすると、p ≥ 5より、f, g は Z係数多項式で、f(0) 6= 0である。従って、C ∪ {∞}上の複素関数
の留数定理より、

0 =
∑

a は F の極
Res[F, a] =

∑
f(a)=0, a ̸=0,±1

g(a)

f ′(a)
= 2

∑
a∈Ap/1

1

T (a)
= 2

∑
φ

1

τφ

となる。ここで、Res[F, a]は F の極 aにおける留数である。これより、p ≥ 5の場合に定理 1.2が
従う。p ≤ −5の場合も同様に示される。
|p| ≤ 4の場合は、命題 3.2と定理 3.3からMathematicaを用いて直接計算することにより、次を

得る;

p = 0,±1,±2,±3のとき、
∑
φ

1

τφ
= 2,

p = ±4のとき、
∑
φ

1

τφ
= 8.

以上より、任意の整数 pに対し、定理 1.2が示された。
M = S3

1/q(41)の場合も同様の方針で証明することが出来る。
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