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概要

正整数 n1, · · · , nk に対して, gcd(n1, · · · , nk) を n1, · · · , nk の最大公約数とする. Euler 関

数 ϕ を id ∗ µ によって定義する. 但し, µ を Möbius 関数とする. 本研究では, 任意に十分大き

な実数 x > 3 と 任意に固定された整数 k(≥ 2) に対して,∑
n1···nk≤x

ϕ(gcd(n1, . . . , nk))

の漸近公式を求めたので報告する. *1

1 導入

f と g を自然数で定義された実数値関数とする (数論的関数という). そのとき, 任意の正整数 n に

対して, Dirichlet convolution を (f ∗ g)(n) :=
∑

dk=n

f(d)g(k) によって定義する. その際に用いられ

る関数を紹介しておく. 任意の正整数に対して, 恒等関数 id を id(n) = n, 1 を 1(n) = 1, Möbius

函数 µ を

µ(n) :=


1 n = 1 のとき,

(−1)k n = p1p2 · · · pk のとき,

0 その他,

Euler 関数 ϕ を ϕ(n) = (id ∗ µ)(n) によって定義する. さらに, Riemannゼータ関数 ζ を Re s > 1

に対して,

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns

と定義し, この関数の s による微分 ζ
′
と ζ

′′
をそれぞれ 第 1 次導関数, 第 2 次導関数を表す. すな

わち

ζ ′(s) = −
∞∑

n=1

log n

ns
, ζ ′′(s) =

∞∑
n=1

(log n)2

ns
.

gcd(k, j)を正の整数 k と j の最大公約数とする. 1885年に, Casáro [1] は最大公約数の和関数を導

入し, 任意の数論的関数 f に対して, 以下の公式を得た.

k∑
j=1

f(gcd(k, j)) = (f ∗ ϕ)(k).

*1 本研究は, 山口大学の木内功氏との共同研究です.



正整数 k ≥ 2を固定し, 正整数 n1, n2, . . . , nk の最大公約数を gcd(n1, n2, · · · , nk)と定義し, 約数関

数 τk を 1 ∗ 1 ∗ · · · ∗ 1︸ ︷︷ ︸
k 個

によって定義する. この関数を Piltz の約数関数という. 任意に十分大きな実

数 x > 3 に対して, f(gcd(n1, n2, · · · , nk)) の総和を Sf,k によって定義する. すなわち

Sf,k :=
∑

n1n2...nk≤x

f(gcd(n1, n2, · · · , nk)). (1.1)

2012年に Krätzel, Nowak, Tóth [3] は, (1.1) を次ように置き換えて様々な公式を導いている:

Sf,k(x) =
∑
n≤x

gf,k(n).

但し,

gf,k(n) :=
∑

n=mkl

(µ ∗ f)(m)τk(l). (1.2)

例えば, f = id のとき, (1.1) の精密な漸近公式を示している. このとき, (1.2) を生成関数とする

Dirichlet級数は, Re s > 1に対して,

∞∑
n=1

gid,k(n)

ns
=

ζk(s)ζ(ks− 1)

ζ(ks)

と書くことができ, 解析的な手法と指数和の理論などを駆使することで以下の公式を, Krätzel,

Nowak, Tóth [3] によって示された：∑
ab≤x

gcd(a, b) = P2(log x)x+O
(
xθ(log x)θ

′)
但し, 1

2 < θ < 1 と θ
′
は実数である. 複素積分を利用することで, θ = 2

3 を, 指数和と fractional

part sums を利用することで, θ = 925
1392 を得ている. ここで, P2 は

P2(log x) := Res
s=1

ζ2(s)ζ(2s− 1)

ζ(2s)

xs−1

s

を満たす 2次多項式である. また, k = 3 のときも同様に以下の公式を導いている:∑
abc≤x

gcd(a, b, c) = M3(x) +O(x
1
2 (log x)5)

ここで, M3(x) は主要項を表す. すなわち,

M3(x) =
∑

s0=1, 23

Res
s=s0

(
ζ3(s)ζ(3s− 1)

ζ(3s)

xs

s

)
= x(0.6842... log2 x− 0.6620... log x+ 4.845...)− 4.4569...x

2
3 .



2 ϕ を含む総和公式

本研究の目的は, (1.1) において f = ϕ, かつ k = 2, 3, 4, 5 の場合の総和公式を考察することにあ

る. そのとため, Dirichlet級数 (1.2)を次のように表現する. すなわち

∞∑
n=1

gϕ,k(n)

ns
=

ζk(s)ζ(ks− 1)

ζ2(ks)
(Re s > 1). (2.1)

最初に, k = 2 のときは, 小数部分和 (fractional part sums) と指数和を組み合わせることで 以下の

漸近公式を得ることができる:

定理 2.1 任意に十分大きな実数 x > 3 に対して,

∑
ab≤x

ϕ(gcd(a, b)) =
1

4ζ2(2)
x log2 x+

1

ζ2(2)

(
2γ − 1

2
− 2

ζ
′
(2)

ζ(2)

)
x log x (2.2)

+
1

2ζ2(2)

5γ2 + 6γ1 − 4γ + 1− 4(4γ − 1)
ζ

′
(2)

ζ(2)
− 4

ζ
′′
(2)

ζ(2)
+ 12

(
ζ

′
(2)

ζ(2)

)2
x

+O
(
x

37
56+ε

)
が成り立つ. 但し, γ と γ1 はそれぞれ, Euler 定数 と Stieltjes 定数を表す.

注意 2.1 37
56 = 1

2 + 9
56 < 925

1392 = 1
2 + 229

1392 < 2
3 = 1

2 + 1
6 に注意する.

今, 数論的関数 h を生成関数とする Dirichlet級数 Fh(s) を

Fh(s) =
∞∑

n=1

h(n)

ns
= ζ2(s)ζ(2s− 1)ζM (2s) (Re s > 1)

によって定義する.但し, M を任意の整数とおく. 2013年に Kühleitner–Nowak [4] は, h の総和公

式を求めることで誤差項のオメガ結果を求めた. この関係を (2.2) の誤差項の評価に関するオメガ結

果に適用すると

Ω

(
x

1
2

log2 x

log log x

)
が示される. これらのことから次のことが予想される.

予想 2.1 (2.2) の誤差項のオーダー評価は, ある正数 Aが存在して

O
(
x

1
2 (log x)A

)
.

次に, k = 3 のときは, (2.1) と複素関数論の理論を用いることで, 以下の漸近公式が示せる.



定理 2.2 任意に十分大きな実数 x > 3 に対して,

∑
abc≤x

ϕ(gcd(a, b, c)) =
ζ(2)

2ζ2(3)
x log2 x

+
ζ(2)

ζ2(3)

(
3γ − 1 + 3

ζ
′
(2)

ζ(2)
− 6

ζ
′
(3)

ζ(3)

)
x log x

+
ζ(2)

ζ2(3)

(
3γ2 + 3γ1 − 3γ + 1 + 3(3γ − 1)

ζ
′
(2)

ζ(2)
− 6(3γ − 1)

ζ
′
(3)

ζ(3)

)
x

+
ζ(2)

ζ2(3)

27

(
ζ

′
(3)

ζ(3)

)2

+
9

2

ζ
′′
(2)

ζ(2)
− 9

ζ
′′
(3)

ζ(3)
− 18

ζ
′
(2)

ζ(2)

ζ
′
(3)

ζ(3)

x

+O
(
x

1
2 log5 x

)
更に, k = 4のときも k = 3 と同様に解析的方法を利用することで, 以下の漸近公式が示せる.

定理 2.3 任意に十分大きな実数 x > 3 に対して,∑
abcd≤x

ϕ(gcd(a, b, c, d)) = xPϕ,4(log x) +O
(
x

1
2 log

17
3 x
)
.

但し, Pϕ,4(u) は u の 3次多項式を表す.

最後に, k = 5 では Pilitz の約数問題の総和式∑
n≤x

τ5(n) = Q4(log x)x+O
(
x

11
20+ε

)
を用いて

∑
abcde≤x

ϕ(gcd(a, b, c, d, e)) の漸近公式を求める. ここで, Q4(u) は u の 4次多項式を表す

([2] の定理 13.2 などを参照). そうすることで, 以下の定理が導ける. すなわち

定理 2.4 任意に十分大きな実数 x > 3 に対して,∑
abcde≤x

ϕ(gcd(a, b, c, d, e)) = xPϕ,5(log x) +O
(
x

11
20+ε

)
. (2.3)

但し, Pϕ,4(u) は u の 4次多項式を表す.

上記の誤差項の評価を小さくするには約数問題の解決が待たれる. そこで, Riemann ゼータ関数の

Lindelöf 予想 を仮定するならば, 誤差項の評価を少しでも小さくできるのではないかと考えること

はごく自然な発想である.

予想 2.2 (Lindelöf予想) σ ≥ 1
2とし, 十分小さな正の数 ε に対して,

ζ(σ + it) ≪ (1 + |t|)ε.



この Lindelöf 予想 は, 任意に十分大きな実数 T > 3 と任意に固定された整数 k ≥ 1 に対して,∫ T

0

∣∣ζ ( 12 + it
)∣∣2k dt ≪ T 1+ε と書き換えることが知られている (例えば, [5] の定理 13.2を参照). す

ると, (2.3) の誤差項の評価が O
(
x

1
2+ε
)
とできる. さらに, k ≥ 5 のとき, Lindelöf 予想を仮定する

ならば, Sϕ,k(x) の漸近公式は解析的な手法を利用することで, 以下のことが予想される. すなわち

命題 2.1 Lindelöf予想を仮定する. k ≥ 5 のとき, 任意に十分大きな実数 x > 3 に対して,∑
n1n2···nk≤x

ϕ(gcd(n1, n2, · · · , nk)) = xPϕ,k(log x) +O
(
x

1
2+ε
)
.

但し, Pϕ,k(u) は u の k − 1次多項式を表す.
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