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概要
多重ゼータ (L-) 関数はそれぞれ, Riemann ゼータ (Dirichlet L-) 関数の類似であり, いくつ
かの多重ゼータ (L-)関数は Tricomi型合流超幾何関数を含むある種の対称性を持っていること
が知られている. 本稿ではMordell-Tornheim型多重 L-関数の関数等式の結果を紹介する. これ
は, Mellin-Barnes積分公式を用いて先行研究の証明を簡略化するものでもある.

1 導入
複素数 sj = σj + itj (j = 1, . . . , r + 1), 自然数 rに対して, r重Mordell-Tornheim型多重ゼータ

関数は以下の多重級数で定義される.

ζMT,r(s1, . . . , sr, sr+1) =

∞∑
m1,...,mr=1

1

ms1
1 . . .msr

r (m1 + · · ·+mr)sr+1
. (1.1)

この多重級数は
j∑

ℓ=1

Re(skℓ
) + Re(sr+1) > j, (1.2)

の領域で絶対収束する. ただし, 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kj ≤ r (j = 1, 2, . . . , r)である ([11, Lemma

2.1]). 松本 [8] はMellin-Barnes積分 (後述の (2.2))を用いることで, (1.1)が Cr+1 全域へ有理型に
接続されることを示し, その possible singularitiesを与えた.

この級数の起源は Tornheimに遡る. Tornheimは 1950年代に ζMT,2(p, q, r) (p, q, r ∈ N)の特殊
値を最初に考察した. また, 独立してMordellが ζMT,2(k, k, k) (k ∈ N)や,

∞∑
m1,...,mr=1

1

m1 . . .mr(m1 + · · ·+mr + a)
(a > −r)

を研究している. これらが級数 (1.1)がMordell-Tornheim型と呼ばれる所以である. 特に r = 2の
場合は Tornheim 型 2重ゼータ関数や Tornheim 型 2重和とも呼ばれる. また, (1.1)の定式化は松
本 [7]による.

多重ゼータ関数は Riemann ゼータ関数の多重級数への一般化であり, r = 1 の場合は Riemann

ゼータ関数
ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns



となる. 右辺の級数は σ > 1 で絶対収束するが, s = 1 を除く C 平面へ解析接続される. また,

Riemannゼータ関数は関数等式

π− s
2Γ(s/2)ζ(s) = π− 1−s

2 Γ((1− s)/2)ζ(1− s)

を満たす. 関数等式の s ↔ 1− sの関係から Riemannゼータ関数が σ = 1/2で対称性を持っている
ことが分かる.

では, 関数等式を多重ゼータ関数へ一般化することは可能なのであろうか. 松本 [9]は Euler-Zagier

型 2重ゼータ関数を考察した. Euler-Zagier型 2重ゼータ関数は

ζEZ,2(s1, s2) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

ms1(m+ n)s2
. (1.3)

で定義される. Zhao [14], 秋山-江上-谷川 [1]により独立に (1.3)は C2 全域へ有理型に接続されるこ
とが知られている.

今, ζEZ,2(s1, s2)の modefied 関数として g(s1, s2)を定める:

g(s1, s2) = ζEZ,2(s1, s2)−
Γ(1− s1)Γ(s1 + s2 − 1)

Γ(s2)
ζ(s1 + s2 − 1).

また, σα(k) =
∑

d|k d
α を約数関数, Ψ(a, c;x)は Tricomi型合流超幾何関数

Ψ(a, c;x) =
1

Γ(a)

∫ ∞eiϕ

0

e−xyya−1(1 + y)c−a−1dy (1.4)

とする. ただし, Re(a) > 0,−π < ϕ < π, |ϕ+ arg x| < π/2 ([3, 6.5 (2)]).

このとき, 以下の等式が成り立つ.

Theorem 1.1 ([9, Theorem 1]).

g(s1, s2)

(2π)s1+s2−1Γ(1− s1)
=

g(1− s2, 1− s1)

is1+s2−1Γ(s2)

+ 2i sin
(π
2
(s1 + s2 − 1)

) ∞∑
k=1

σs1+s2−1(k)Ψ(s2, s1 + s2; 2πik),

が成り立つ.

この定理から s1 ↔ 1 − s2 の間に対応があることが分かる. この等式は多重ゼータ関数の関数等
式と呼ばれている. 松本 [9] は contour 積分を用いて Theorem 1.1 を示した. 同様の手法を用いて
(1.3) の和の分子に指標などを付加させた 2 重 L 関数の関数等式の結果が知られている. (例えば,

[5], [6], [2], [11]). 岡本-小野塚 [11] は松本と同様の手法を用いて (1.1)の関数等式を示した. (1.1)の
modefied 関数 gr とする:

gr(s1, . . . , sr, sr+1) = ζMT,r(s1, . . . , sr, sr+1)

− Γ(1− sr)Γ(sr + sr+1 − 1)

Γ(sr+1)
ζMT,r−1(s1, . . . , sr−1, sr + sr+1 − 1).

このとき,



Theorem 1.2 ([11, Theorem 1.2]).

gr(−s1, . . . ,−sr−1, 1− sr+1, 1− sr)

isr+sr+1−1Γ(sr+1)

+ e
πi
2 (sr+sr+1−1)F+

r (s1, . . . , sr, sr+1) + e−
πi
2 (sr+sr+1−1)F−

r (s1, . . . , sr, sr+1)

=
gr(s1, . . . , sr−1, sr, sr+1)

(2π)sr+sr+1−1Γ(1− sr)

+ e−
πi
2 (sr+sr+1−1)

∞∑
ℓ1,...,ℓr−1=1

σMT,r−1(s1, . . . , sr−1, sr + sr+1 − 1; ℓ1, . . . , ℓr−1)

× {Ψ(sr+1, sr + sr+1; 2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)) + Ψ(sr+1, sr + sr+1;−2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1))}

が成り立つ. ただし,

F±(s1, . . . , sr, sr+1) =

∞∑
ℓ1,...,ℓr−1=1

σs1+···+sr+sr+1−1(gcd(ℓ1, . . . , ℓr−1))

ℓs11 . . . ℓ
sr−1

r−1

(1.5)

×Ψ(sr+1, sr + sr+1;±2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)),

σMT,r(s1, . . . , sr−1, sr+1; ℓ1, . . . , ℓr) =
∑

d1|ℓ1,...,dr|ℓr
dj≥

ℓj
gcd(ℓ1,...,ℓr)

ds11 . . . dsrr (d1 + · · ·+ dr)
sr+1 . (1.6)

Remark 1.3. Theorem 1.2は g2(0, s1, s2)とすれば, Thoerem 1.1を復元する. したがって, 岡本-

小野塚 [11]の結果は松本 [9]の一般化になっている.

2 主結果
本稿では, 岡本-小野塚 [11] による結果を多重 L-関数類似を考察した. Mordell-Tornheim 型の多

重 Dirichlet L-関数は, q > 1を法とする Dirichlet指標 χ1, . . . , χr をに対して

LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr) =

∞∑
m1,...,mr=1

χ1(m1) . . . χr(mr)

ms1
1 . . .msr

r (m1 + · · ·+mr)sr+1
(2.1)

と定義される. この多重 Dirichlet級数はMaoxiang Wu [12]により導入され, Wuは (2.1)が Cr+1

全域へ有理型に接続されることを示した ([10, Theorem 3] 参照). さらに [12]で, Wuは χ1, . . . , χr

がすべて principal でなければ, LMT,r は整関数であり, k 個の principal な指標 χj1 , . . . χjk があれ
ば, 以下の possible singularities:

h∑
a=1

sji(a)
+ sr+1 = h− ℓ

(
1−

[
h

r

])
(1 ≤ h ≤ k, 1 ≤ i(1) < · · · < i(h) ≤ k, ℓ ∈ N0)

を持つことを示した.



主定理を述べる前に記号を準備しておく. 関数

F±(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr−1, χr)

=

∞∑
ℓ1,...,ℓr−1=1

∑
n| gcd(ℓ1,...,ℓr−1)

ns1+···+sr+sr+1−1χ1(
ℓ1
n ) . . . χr−1(

ℓr−1

n )χr(n)

ℓs11 . . . ℓ
sr−1

r−1

×Ψ(sr+1, sr + sr+1;±2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)/q)

を定める. また,

κj = κ(χj) =

{
0 if χj(−1) = 1

1 if χj(−1) = −1

とし, τ(χ) =
∑q

a=1 χ(a)e
2πi a

q を Gauss和とする. このとき, 本稿の主結果である以下が得られる:

Theorem 2.1. primitiveな Dirichlet指標 χr mod q > 1に対して,

LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr)

=

(
2π

q

)sr+sr+1−1

τ(χr)i
−κrΓ(1− sr)

×
{
eπi

sr+sr+1+κr−1

2 F+(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr−1, χr)

+e−πi
sr+sr+1+κr−1

2 F−(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr−1, χr)
}
.

が成り立つ.

この主結果で, LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr) と LMT,r(−s1, . . . ,−sr−1, 1 − sr+1, 1 −
sr;χ1, . . . , χr) を組み合わせれば, Thoerem 1.2の χ 類似の式が得られる. 特に, q = 1 とすると
Thoerem 1.2と一致する. 岡本-小野塚 [11] は松本 [9] が用いた Hankel contour 積分 ([13, Section

12.22, p. 245]参照)をMordell-Tornheim型多重ゼータ関数に応用することで Theorem 1.2を証明
したが, 今回はMellin-Barnes積分を用いることによって Thoerem 2.1の証明を与えた. これは

(1 + λ)−s =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s+ z)Γ(−z)

Γ(s)
λzdz, (2.2)

ただし, s, λ ∈ C, σ = Re(s) > 0, | arg λ| < π, λ ̸= 0であり, c ∈ Rは −σ < c < 0を満たし, 積分
路 (c) は虚軸に平行な直線 Re(z) = c である ([13, Section 14.51, p. 289, Corollary] 参照). この
Mellin-Banes積分を用いるアイディアは木内-谷川-Zhai [4, Section 2]から来ており, [4, Section 2]

で彼らは Euler-Zagier型 2重ゼータ関数 (1.3)のMellin-Barnes積分表示と Tricomi型合流超幾何
関数 (1.4)のMellin-Banes積分表示

Ψ(a, c;x) =
1

2πi

∫
(γ)

Γ(a+ z)Γ(−z)Γ(1− c− z)

Γ(a)Γ(a− c+ 1)
xzdz (2.3)

を結びつけた. ただし, −Re(a) < γ < min{0, 1− Re(c)},−3π/2 < arg x < 3π/2 ([3, 6.5 (5)]). 本
稿では [4, Section 2]の手法をMordell-Tornheim型多重 L-関数に一般化することで主結果の証明を
与えた. 次の Sectionでその証明の概略について説明していく.



3 主結果の証明の概略
ここでは主結果である Theorem 2.1の証明の概略を述べる. 最初に (s1, . . . , sr, sr+1) ∈ Cr+1 は絶

対収束領域 (1.2)に入っていると仮定する. このときMellin-Banes積分 (2.2)を適用することで,

LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr)

=

∞∑
m1,...,mr=1

χ1(m1) . . . χr(mr)

ms1
1 . . .msr

r

(
mr

(
1 + m1+···+mr−1

mr

))sr+1

=
1

2πi

∫
(c)

Γ(sr+1 + z)Γ(−z)

Γ(sr+1)
LMT,r−1(s1, . . . , sr−1,−z;χ1, . . . , χr−1)

× L(sr + sr+1 + z, χr)dz

を得る. ただし, max{1− σr − σr+1,−σr+1} < c < min1≤j≤r−1{0,
∑j

ℓ=1 Re(skℓ
)− j} (1 ≤ k1 <

k2 < · · · < kj ≤ r−1). ここで σr < 0を仮定する. このとき−σr+1 < −σr −σr+1 < 1−σr −σr+1

となるので −σr+1 < η < −σr − σr+1 となるような η ∈ Rをとる.

積分路を (c)から (η)へ左へ移動させて, さらに Dirichlet L-関数の関数等式

L(1− s, χ) = ε(χ)L(s, χ)21−sπ−sqs−
1
2Γ(s) cos

π(s− κ)

2
(3.1)

を用いて (ただし, ε(χ) = τ(χ)/iκj
√
q)計算すると,

LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr)

=
1

2πi

∫
(η)

Γ(sr+1 + z)Γ(−z)

Γ(sr+1)
LMT,r−1(s1, . . . , sr−1,−z;χ1, . . . , χr−1)

× ε(χr)
(2π)sr+sr+1+z

π
q

1
2−sr−sr+1−zΓ(1− sr − sr+1 − z)L(1− sr − sr+1 − z, χr)

× cos
π(1− sr − sr+1 − z − κr)

2
dz.

= q−
1
2 ε(χr)

(
2π

q

)sr+sr+1−1

×
∑

ℓ1,...,ℓr−1≥1

∑
n| gcd(ℓ1,...,ℓr−1)

ns1+···+sr+sr+1−1χ1(
ℓ1
n ) . . . χr−1(

ℓr−1

n )χr(n)

ℓs11 . . . ℓ
sr−1

r−1

× 1

2πi

∫
(η)

Γ(sr+1 + z)Γ(−z)

Γ(sr+1)
Γ(1− sr − sr+1 − z)

×
(
e
πi

(
sr+sr+1+κr−1

2 + z
2

)
+ e

−πi
(

sr+sr+1+κr−1

2 + z
2

))(
2π

q
(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)

)z

dz.

ここで (2.3)を用いることで

LMT,r(s1, . . . , sr, sr+1;χ1, . . . , χr)

= q−
1
2 ε(χr)

(
2π

q

)sr+sr+1−1

Γ(1− sr)



×
∑

ℓ1,...,ℓr−1≥1

∑
n| gcd(ℓ1,...,ℓr−1)

ns1+···+sr+sr+1−1χ1(
ℓ1
n ) . . . χr−1(

ℓr−1

n )χr(n)

ℓs11 . . . ℓ
sr−1

r−1

×
{
eπi

sr+sr+1+κr−1

2 Ψ(sr+1, sr + sr+1; 2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)/q)

+ e−πi
sr+sr+1+κr−1

2 Ψ(sr+1, sr + sr+1;−2πi(ℓ1 + · · ·+ ℓr−1)/q)
}
. (3.2)

この等式 (3.2)はMordell-Tornheim型多重 L-関数の絶対収束領域 (1.2)かつ, σr < 0でのみでしか
意味を持たないが, Ψ(a, c;x)の漸近公式

Ψ(a, c;x) =

N−1∑
k=0

(−1)k(a− c+ 1)k(a)k
k!

x−a−k + ρN (a, c;x)

(ただし, N は任意の非負整数, (a)k = Γ(a+ k)/Γ(k)は Pochhammer記号)を用いることで, (3.2)

は Cr+1 上全域へ有理型へ接続することができる.

最後に Tricomi型合流超幾何関数 Ψ(a, c;x)の反転公式 [3, 6.5 (6)]

Ψ(a, c;x) = x1−cΨ(a− c+ 1, 2− c;x)

を用いることで多重ゼータ関数の関数等式は Tricomi型合流超幾何関数の対称性へ帰着される.

Remark 3.1. 主結果の Theorem 2.1では, Thoerem 1.2と違い, modefied関数 gr は現れない. こ
れは primitive な Dirichlet 指標の L-関数は Riemann ゼータ関数と違い, s = 1 で正則であるから
Mellin-Barnes積分の積分路を移動する際に留数が出てこないためである.

Remark 3.2. Mellin-Banes 積分を用いた今回の手法は (1.1) にも適用できて, (3.1) の代わりに
Riemannゼータ関数の関数の関数等式を使えば, Thoerem 1.2の別証明を与える.

4 特殊な場合
最後に, r = 2の場合 Theorem 2.1は小森-松本-津村 [6]による 2重 L-関数の関数等式を復元する

ことを紹介する. 小森-松本-津村 [6]は, χ1, χ2 は q > 1を法とする primitiveな Dirichlet指標に対
して,

L�2 (s1, s2;χ1, χ2) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

χ1(m)χ2(n)

ms1(m+ n)s2

を定め, 以下の関数等式を証明した ([6, Corollary 2.3]):

(
2πi

q

) 1−s1−s2
2 Γ(s2)

τ(χ1)
L�2 (s1, s2;χ1, χ2) =

(
2πi

q

) s1+s2−1
2 Γ(1− s1)

τ(χ1)
L�2 (1− s2, 1− s1;χ2, χ1)

が超平面 {
s1 + s2 = 2k + 1 (k ∈ Z, χ1(−1)χ2(−1) = 1)

s1 + s2 = 2k (k ∈ Z, χ1(−1)χ2(−1) = −1)
(4.1)

上で成り立つ.



primitive な Dirichlet 指標 χ1, χ2 mod q > 1 に対して, LMT,2(0, s1, s2;χ1, χ2) =

L�2 (s1, s2;χ1, χ2) であり, 超平面 (4.1) 上では合流超幾何関数を含む項は消えるので, Theo-

rem 2.1は [6, Corollary 2.3]のMordell-Tornheim型多重 L-関数への一般化である.
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