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1 はじめに
本研究は，土井 義耀氏，今野 紀雄氏，中上川 友樹氏，佐久間 雅氏，瀬川 悦生氏，篠原 英裕

氏，田村 駿也氏，豊田 晃典氏との共同研究である．
端末を頂点，ケーブルを辺と見なすことで，コンピューターネットワークはグラフとして描く

ことができる．コンピューターネットワークにおいて，ある端末から目的の端末までパケットを
届けるためにかかる時間の指標は，グラフにおける期待到達時間で表現できる．
定義 1.1 (期待到達時間). u, vをグラフの頂点とする．このとき，頂点 uから（単純）乱歩を開始
し，はじめて頂点 vへ到達するまでのステップ数の期待値のことを uから vへの期待到達時間と
呼ぶ．頂点 uから頂点 vへの期待到達時間を h(G;u, v)で表す．
サイクルの二乗グラフの期待到達時間を表す公式は，実は既に 2014年に Chair [1]によって与

えられていた．これはラプラシアン行列の固有値，固有ベクトルを用いて，グラフの 2点間の抵
抗を表す公式を適用することによって導いている．
定理 1.1 ([1]). サイクルの二乗グラフ C2

N における期待到達時間は以下で与えられる．
N = 2nならば，

h(C2
N ; 0, ℓ) =

2

5
ℓ (N − ℓ) + (−1)ℓ+1 2N√

5
F 2
ℓ

1 +
(
3−

√
5

2

)N
1−

(
3−

√
5

2

)N
+ (−1)ℓ

2N

5
F2ℓ.

N = 2n+ 1ならば，
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上記の通り，その式は閉じた式，すなわち，∑や . . . を使わずに表すことができるような式で
あったが，頂点数の偶奇に依った複雑な式であった．しかし，我々は，考案した連立一次方程式を
用いる手法により，頂点数の偶奇に依らず，かつ，先行研究よりも簡単な閉じた式で期待到達時
間を表すことができたのである．さらに，期待到達時間の公式から抵抗やKirchhoff indexの公式
も得ることができた．
第 2節では，サイクルグラフの期待到達時間を与える．第 3節では，サイクルグラフから辺を

増やした，サイクルの二乗グラフの期待到達時間を与える．さらに，抵抗やKirchhoff indexの公
式も与える．第 4節では，無向辺ではなく，有向辺を持つサイクルの二乗グラフに対象を変えて
期待到達時間を与える．無向辺を持つサイクルの二乗グラフの場合と同様に，頂点数の偶奇に依
らない形で期待到達時間の公式を表すことができた．



2 サイクルグラフ
定義 2.1 (サイクルグラフ). N 頂点サイクルグラフCN = (V (CN ), E(CN ))（N ≥ 5）とは，頂点
集合 V (CN ) = ZN（N 次巡回群），辺集合E(CN ) = {{i, j} | i, j ∈ ZN , i− j = 1}により定義さ
れる．

ここで，乱歩は，一般性を失わず，頂点 0から開始してよい．さらに，サイクルグラフの対称性
により，

h(CN ; 0, ℓ) = h(CN ; k, k + ℓ) = h(CN ; k + ℓ, k) （∀k, ℓ ∈ Z）
が成り立つ．
具体例として，C7における期待到達時間を考える．このとき，サイクルの対称性より，

h(C7; 0, 1) = h(C7; 0, 6), h(C7; 0, 2) = h(C7; 0, 5), h(C7; 0, 3) = h(C7; 0, 4).

したがって，期待到達時間は h(C7; 0, 3)まで考えれば良いから，以下が成り立つ．
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さらに，上記の式は，以下のように書き直せる．
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この連立方程式を解くと，以下のような期待到達時間の公式が得られる．

h(CN ; 0, ℓ) = ℓ(7− ℓ).

一般のCN に拡張させると，サイクルグラフCN（N ≥ 5）に対して，以下のような期待到達時
間の公式が得られる．

h(CN ; 0, ℓ) = ℓ(N − ℓ).

3 サイクルの二乗グラフ
3.1 期待到達時間
対称性を高く保ったまま，サイクルグラフに辺を増やすとサイクルの二乗グラフと呼ばれるグ

ラフになる．これについても考えてみよう．

定義 3.1 (サイクルの二乗グラフ). N頂点サイクルの二乗グラフC2
N = (V (C2

N ), E(C2
N ))（N ≥ 5）

とは，頂点集合 V (C2
N ) = ZN（N 次巡回群），辺集合 E(C2

N ) = {{i, j} | i, j ∈ ZN , i− j = 1, 2}
により定義される．

定義 3.2 (Fibonacci数列). 漸化式 F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn（n = 0, 1, 2, . . .）によって
決まる数列 Fnを Fibonacci数列という.



サイクルグラフと同様に，乱歩は，一般性を失わず，頂点 0から開始してよい．さらに，対称性
により，

h(C2
N ; 0, ℓ) = h(C2

N ; k, k + ℓ) = h(C2
N ; k + ℓ, k) （∀k, ℓ ∈ Z）

が成り立つ．
このとき，以下のような連立方程式が得られる．N が奇数の時，
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N が偶数の時，

3 −1 −1 0 0 0 0 · · · 0

−1 4 −1 −1 0 0 0 · · · 0

−1 −1 4 −1 −1 0 0 · · · 0

0 −1 −1 4 −1 −1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −1 −1 4 −1 −1 0

0 · · · 0 0 −1 −1 4 −1 −1

0 · · · 0 0 0 −1 −1 3 −1

0 · · · 0 0 0 0 −1 −1 2





h(C2
N ; 0, 1)

h(C2
N ; 0, 2)

h(C2
N ; 0, 3)

h(C2
N ; 0, 4)
...

h(C2
N ; 0, ⌊N2 ⌋ − 2)

h(C2
N ; 0, ⌊N2 ⌋ − 1)

h(C2
N ; 0, ⌊N2 ⌋)


=



4

4

4

4
...

4

4

2


.

サイクルグラフやサイクルの二乗グラフでは，係数行列において，頂点数が偶数の場合と奇数
の場合で値が異なる行や列が存在する．例えばサイクルの二乗グラフの場合の係数は下 2行の成
分が異なっており，定数ベクトルの一番最後の行の成分も異なっていることがわかる．
⌊N2 ⌋ × ⌊N2 ⌋の係数行列をHN とし，行列 UN = [UN (i, j)]を次のように定義する．

UN (i, j) =

1 (i− j ≤ 0)

0 (otherwise)

さらに，以後の議論に必要となる行列WN = [WN (i, j)], DN = [DN (i, j)]を以下のように定義
すると，定理 3.1が成り立つ．
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定理 3.1 ([2]).
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N .



ここで，新しい変数ベクトルとして y = tU−1
N
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と，書き表すことができる．
さらに，新しい変数ベクトル z = tWNyを用意すると，行列方程式は，
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と書き表すことができる．この行列方程式を解くと次の補題が得られる．

補題 3.1. 1 ≤ ℓ ≤
⌊
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証明. zℓの一般式は以下の行列計算をすることによって，得ることができる．

zℓ = 2D−1
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また，y = tW−1

N zと補題 3.1より，以下の補題が得られる．
補題 3.2.
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証明. zℓを yℓについて解くと，以下のように書ける．
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補題 3.1，3.2に，h(C2
N ; 0, ℓ) =

∑ℓ
i=1 yiという事実を組み合わせると，次のように h(C2

N ; 0, ℓ)

についての簡明な閉じた式を得る．



定理 3.2 ([2]). グラフ C2
N において，点 0から点 ℓへの期待到達時間 h(C2
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.

証明.
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FN

}
.

さらに，定理 3.1より，以下のようにH−1
N の各成分を求めることができる．

H−1
N (i, j) =


FiFjFN−iFN−j

FNFN−1
+

i−1∑
k=1

Fi−kFj−kFN−i−kFN−j−k

FN−2k+1FN−2k−1
（if i ≤ j）,

FiFjFN−iFN−j

FNFN−1
+

j−1∑
k=1

Fi−kFj−kFN−i−kFN−j−k

FN−2k+1FN−2k−1
（otherwise）.

これも用いると，以下の命題を得られる．
命題 3.1.

h(C2
N ; 0, 1) =

2

FN

N∑
i=0

FiFN−i.

Proof.

h(C2
N ; 0, 1) = 4

⌊N
2 ⌋∑

j=1

H−1
N (1, j)

= 4

⌊N
2 ⌋∑

j=1

F1FjFN−1FN−j

FNFN−1

= 4

⌊N
2 ⌋∑

j=1

FjFN−j

FN

=
2

FN

N∑
j=0

FjFN−j .



3.2 全域木，抵抗
定義 3.3 (全域木). 連結であり，閉路がないグラフを木という．グラフGに対して，

E(G′) ⊆ E(G), V (G′) = V (G)

を満たすG′をGの全域部分グラフであるという．連結グラフGにおける全域部分グラフG′が木
であるとき，G′をグラフGの全域木という．t(G)をグラフGが持つ全域木の総数とする．また，
t(G;x, y)をGの 2頂点 x, yを同一視したグラフ（ただし，多重辺ができた場合にはそれを残す）
における全域木の総数と定義する．

定義 3.4 (グラフの抵抗). グラフGの 2頂点 x, y間の抵抗値 r(G;x, y)とは，Gの各辺を 1ωの抵
抗と見なして測定した頂点 x, y間の抵抗値のことである．

グラフを用いて期待到達時間を求めることができると，ネットワークにおける経路の構築手順
や経路の構成を知ることに有用な，グラフにおける全域木の総数を数え上げることも可能になる．
また，その他にも，電気回路における抵抗値等も求めることができ，これはネットワークの複雑
性を解析することに役に立つ．
まず，以降の議論に必要となる定理をいくつか紹介する．

定理 3.3 ([3]).

r(G;x, y) =
t(G;x, y)

t(G)
.

定理 3.4 ([5]).

r(G;x, y) =
h(G;x, y) + h(G; y, x)

|2E(G)|
.

定理 3.5 ([4]).

t(C2
N ) = F 2

N .

グラフGのKirchhoff index Kf(G)を以下の式により定義すると，定理 3.6が成り立つ．

Kf(G) :=
∑
i<j

r(G; i, j).

定理 3.6 ([2]).

Kf(C2
N ) =

N(N − 1)(5N + 17)

300
+

2N2

25

FN−1

FN
.

Proof. 命題 3.1，定理 3.2より，以下の式が導き出せる．
N∑
i=0

FiFN−i =
1

5
((N − 1)FN + 2NFN−1).



このとき，以下の式が導き出せる．

Kf(C2
N ) =

∑
x<y

r(C2
N ;x, y)

=
N−1∑
i=1

(N − i)r(C2
N ; 0, i)

=

N−1∑
i=1

(N − i)
h(C2

N ; 0, i) + h(C2
N ; i, 0)

2|E(C2
N )|

=

N−1∑
i=1

(N − i)
h(C2

N ; 0, i)

2N

=

N−1∑
i=1

(N − i)

5N

(
i(N − i) + 2N

FiFN−i

FN

)

=
1

5

(
N

N−1∑
i=1

i−
N−1∑
i=1

i2 +
2N

FN

N−1∑
i=1

FiFN−i

)
− 1

5N

(
N

N−1∑
i=1

i2 −
N−1∑
i=1

i3 +
2N

FN

N−1∑
i=1

iFiFN−i

)

=
1

5

(
N

N−1∑
i=1

i− 2
N−1∑
i=1

i2 +
2N

FN

N−1∑
i=1

FiFN−i

)
− 1

5N

(
−

N−1∑
i=1

i3 +
N2

FN

N−1∑
i=1

FiFN−i

)

=
1

5

(
N

N−1∑
i=1

i− 2
N−1∑
i=1

i2 +
1

N

N−1∑
i=1

i3 +
N

FN

N−1∑
i=1

FiFN−i

)

=
1

5

(
N2(N − 1)

2
− N(N − 1)(2N − 1)

3
+

N(N − 1)2

4
+

N

5FN
((N − 1)FN + 2NFN−1)

)
=

1

5

(
N(N − 1)(N + 1)

12
+

N

5FN
(2NFN−1 + (N − 1)FN )

)
=

1

5

(
N(N − 1)(N + 1)

12
+

2N2FN−1

5FN
+

N(N − 1)

5

)
=

1

5

(
N(N − 1)(5N + 17)

60
+

2N2FN−1

5FN

)
=

N(N − 1)(5N + 17)

300
+

2N2

25

FN−1

FN
.

さらに，以下の定理が成り立つ．

命題 3.2.

t(C2
N ; 0, ℓ) =

FN

5
(ℓ(N − ℓ)FN + 2NFℓFN−ℓ) .



Proof. 定理 3.2，3.3，3.4，3.5より，以下の式が導き出せる．
t(C2

N ; 0, ℓ) = r(C2
N ; 0, ℓ)t(C2

N )

=
hN (0, ℓ)F 2

N

2

=
F 2
N

5
(ℓ(N − ℓ) + 2N

FℓFN−ℓ

FN
)

=
FN

5
(ℓ(N − ℓ)FN + 2NFℓFN−ℓ).

前節，本節で期待到達時間等を求めたグラフは無向グラフであり，サイクルの二乗グラフの期
待到達時間の公式には Fibonacci数が現れていた．

4 有向辺を持つサイクルの二乗グラフ
定義 4.1 (ケイリーグラフ). Gを群，S を Gの部分集合とする．ケイリーグラフ Cay(G,S) =

(V (Cay(G,S)), E(Cay(G,S)))とは，頂点集合V (Cay(G,S)) = G，辺集合E(Cay(G,S)) = {{g, gs} |
g ∈ G, s ∈ S}により定義される．
ケイリーグラフの定義より，CN はCay(ZN , {±1})，C2

N はCay(ZN , {±1,±2})だと見なすこと
ができる．有向辺を持つサイクルの二乗グラフとして，Cay(ZN , {+1,+2})を対象に，同様の手
法で期待到達時間を求める．X = Cay(ZN , {+1,+2})とおく．このとき，以下のような連立方程
式が得られる．



2 0 0 · · · 0 −1

−1 2 0 · · · 0 0

−1 −1 2 0 · · · 0

0 −1 −1 2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 · · · 0 −1 −1 2





h(X; 0, 1)

h(X; 0, 2)

h(X; 0, 3)
...

h(X; 0, N − 2)

h(X; 0, N − 1)


=



2

2

2
...

2

2


.

(N − 1)× (N − 1)の係数行列をHN とおくと，以下の定理が成り立つ．
定義 4.2 (Jacobsthal数列). 漸化式 J0 = 0, J1 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn（n = 0, 1, 2, . . .）によっ
て決まる数列 Jnを Jacobsthal数列という.

定義 4.3 (Jacobsthal-Lucas数列). 漸化式 JL0 = 2, JL1 = 1, JLn+2 = JLn+1 + 2JLn（n =

0, 1, 2, . . .）によって決まる数列 JLnを Jacobsthal-Lucas数列という.

XについてH−1
N の成分表示や期待到達時間の公式を与えることは，新たに発見した内容であり，

Jacobsthal数列や Jacobsthal-Lucas数列を用いて，以下のような定理を得た．
定理 4.1 ([6]). 行列H−1

N = [H−1
N (i, j)]の成分表示は以下の通りである．

H−1
N (i, j) =



JiJN−i−1

JN
(j = i+ 1)

Ji−j+1(3JN−i+j−3+JLN−i+j−3)−(−1)i+jJj−1JN−i−1

JN
(j < i+ 1)

JiJN−j(3Jj−i−2+JLj−i−2)
JN

(j > i+ 1)
JN−1

JN
((i, j) = (N − 1, 1))



これを用いると，X に対しても期待到達時間の公式を与えることができる．

定理 4.2 ([6]). 1 ≤ ℓ ≤ N − 2のとき，

h(X; 0, ℓ) =
2

JN
(JℓJN−ℓ−1 +

∑
1≤j≤ℓ

(Jℓ−j+1(3JN−ℓ+j−3 + JLN−ℓ+j−3)− (−1)ℓ+jJj−1JN−ℓ−1)

+
∑

ℓ+2≤j≤N−1

(JℓJN−j(3Jj−ℓ−2 + JLj−ℓ−2))

である．ただし，ℓ = N − 1のとき，

h(X; 0, N − 1) =
2

JN
(JN−1 +

∑
2≤j≤N−1

(JN−j(3Jj−2 + JLj−2)).

数列の関係式を用いれば，さらに簡明な式になる可能性もあり，それについては現在解析中で
ある．また，全域木や抵抗値等についても，どのような式が与えられるのかは現在解析中である．

5 最後に
本講演では，CN や C2

N における期待到達時間を，頂点数の偶奇に依らない閉じた式で与えた．
さらにC2

N の抵抗やKirchhoff indexを与え，類似した有向グラフCay(Zn, {+1,+2})における期
待到達時間についても得られた事実を述べた．なお，本稿の内容は，[2]に基づく．
今後の展望としては，グラフ C2,3

N や C1,2,n
N ，それらに類似した有向グラフにおける期待到達時

間の公式や抵抗，Kirchhoff indexを解析する事が考えられる．

参考文献
[1] N. Chair. : The Effective Resistance of the N -Cycle Graph with Four Nearest Neighbors,

Journal of Statistical Physics, 154 (2014) 1177-1190.

[2] Y. Doi, N. Konno, T. Nakamigawa, T. Sakuma, E. Segawa, H. Shinohara, S. Tamura, Y.

Tanaka, K. Toyota : On the average hitting times of the squares of cycles, Discrete Applied

Mathematics 313, (2022) 18-28.

[3] G. Kirchhoff. : Uber die Auflösung der Gleichungen, auf welche man bei der Untersuchung
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