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概要
1970 年代から 1980 年代に架けて、J. N. Mather と V. A. Vassiliev は独立に、実代数群の
作用を受ける非特異実代数多様体とその軌道空間に対して標準的な滑層分割を構成した。本稿に
おける我々の主結果は、そのMather–Vassiliev 型の滑層分割を精密化し、それをより広いクラ
スの空間——半代数的、劣解析的、より一般に実数体上の順序極小構造、塩田の X0,X-category

といった ‘tame topology’における Lie亜群——で構成したものである。本稿では、その主結果
および舞台となる ‘tame topology’について紹介する。

1 序
1.1 滑層分割
幾何的対象を調べる際、その「よい」分割を求めることがしばしばなされる。代表的なものとして

は三角形分割、胞体分割、ハンドル分解が知られているが、ここでは以下に述べる滑層分割というも
のを考えてみる: Cr 級多様体M の部分集合 V の Cr 級滑層分割 (stratification)とは、V の局所有
限な分割であって、それぞれのメンバーがM の Cr 級（正則）部分多様体であるようなものをいう。
また、このときの分割のメンバーを V の滑層 (stratum)という。古典的な例を以下に挙げる:

例 1.1 (代数多様体). K = R,Cとし、V ⊂ Kn を d次元代数多様体とする。このとき、ΣV で V の
特異点集合を表し、ΣiV := Σ(Σi−1V )と書くと、フィルトレーション

V := Σ0V ⊃ Σ1V ⊃ Σ2V ⊃ · · · ⊃ Σd+1V = ∅

から得られる分割 {ΣiV − Σi+1V }di=0 は V の滑層分割である。

例 1.2 (線型代数). M = M(m,n;K)で K係数のm× n型行列全体が成す空間を表す。このとき、
Γi := {A ∈ M | dimKerA ⩾ i}と書くと、フィルトレーション

M = Γ0 ⊃ Γ1 ⊃ Γ2 ⊃ · · · ⊃ Γn+1 = ∅

から得られる分割 {Γi − Γi+1}ni=0 はM の滑層分割である。

例 1.3 (滑層分割を許容しない例). V := {0} ∪ {1/n | n ∈ N} ⊂ Rは滑層分割を許容しない。実際、
V を Rの部分多様体によって分割すると {{a}}a∈V となるが、これは局所有限ではない。

注意 1.4. 本稿では詳しく述べないが、滑層分割を考えるとき、滑層たちに「よい」隣接関係を要請



することがある。その代表的な一つがWhitney滑層分割 (Whitney stratification)である。例 1.1の
滑層分割は一般にWhitney滑層分割にはならない（例えばWhitneyの傘: {xy2 − z2 = 0} ⊂ R3）。

滑層分割の概念はH. Whitneyによる代数多様体の分割に端を発し、その後R. Thomや J. Mather

らの手によって理論が整備され、C0 構造安定性問題の解決という目覚ましい貢献を見せた [4]。現代
においても滑層分割の理論や精神は生き続けており、例えば滑層たちの（Whitney でない）隣接関
係や、conically smooth stratificationといった話題がなお研究されている [1, 6, 12]。
さて、滑層分割の基本的な問題意識として

Q1. どのようなクラスの空間が滑層分割を許容するのか？
Q2. 滑層分割はどれだけよい条件を充たすように得られるか？

というものが考えられる。本稿では、この二つの問いに対する答として、古典的な事実と筆者の主結
果を紹介する。

1.2 半代数幾何
まず、Q1の答となる最も代表的なものが半代数的集合のクラスである。実 Euclid空間 Rn の部分

集合X が半代数的集合 (semialgebraic set)であるとは、X が有限個の実係数多項式による方程式・
不等式で定義されることをいう。また、半代数的集合 X ⊂ Rn, Y ⊂ Rp の間の連続写像 f : X → Y

が半代数的写像 (semialgebraic map)であるとは、そのグラフ Γ(f) ⊂ Rn+p が半代数的集合である
ことをいう。例えば実代数的集合、したがって実代数多様体は半代数的集合であり、半代数的集合の
幾何学（半代数幾何）は実代数幾何における重要な道具として用いられている。半代数幾何において
次のことが知られている。これは前述の Q1, Q2に対する一つの答である:

定理 1.5. 任意の半代数的集合は、有限個の半代数的な滑層から成る Cω 級Whitney滑層分割を許
容する。

さて、J. N. Mather は実代数幾何における群作用を考え、1976年に以下の滑層分割を構成した。
これもまた Q2に対する答であり、本稿における我々の先行研究の一つである:

定理 1.6 ([8, Theorem 1]). Gをアファイン実代数群、M を d次元アファイン非特異実代数多様体、
GがM 上に実代数的に作用しているとする。このとき、M はフィルトレーション

M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Md+1 = ∅

であって、以下を充たすものを許容する: 任意の i = 0, 1, . . . , dに対し、

(1) Mi はM の閉集合であり、半代数的かつ G不変である;

(2) M i = Mi −Mi+1 はM の余次元 iなる Cω 級部分多様体である（ただし空かもしれない）;

(3) 商空間M i/Gは、Cω 級多様体構造であって、商写像M i → M i/Gが局所自明な Cω 級ファ
イブレーションとなるものを許容する。

注意 1.7. V. A. Vassiliev [13, Theorem 8.6.6] も 1985年に同様の滑層分割を（独立に）構成して



いることに注意しておく。本稿では詳しく述べないが、彼らのモチベーションは可微分写像の特異点
論にあり、主たる具体例は微分同相芽のジェットが成す群のジェット空間上への作用、すなわち特異
点分類が成す滑層分割であった。実際、Matherは同論文の中で、C∞ 級写像空間の “滑層分割”が
構成できることを主張している [8, Theorem 3]。（しかし、その証明は未だどこにもない。）

1.3 主結果バージョン 1

Mather–Vassilievの滑層分割に対して、Q1, Q2を再び見ると

Q1’. より広いクラスの空間でMather–Vassiliev型の滑層分割は構成できるか？
Q2’. 商空間M i や商写像の構造はどれだけ精密化できるか？

ということが考えられる。我々はその一つの答として主結果を得た。まずは Q2’ のみに対する答と
して、半代数幾何バージョンの主結果を述べる:

定理 1.8 (主結果バージョン 1 [11, Theorem 1.1]). Gをアファイン実代数群、M を d次元アファ
イン非特異実代数多様体とし、GがM 上に実代数的に作用しているとする。このとき、M はフィ
ルトレーション

M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Md+1 = ∅

であって、以下を充たすものを許容する: 任意の i = 0, 1, . . . , dに対し、

(1) Mi はM の閉集合であり、半代数的かつ G不変である;

(2) M i = Mi −Mi+1 はM の余次元 i なる Cω 級部分多様体であり（ただし空かもしれない）、
{M i}di=0 はM のWhitney滑層分割である;

(3) 商空間M i/Gは、piecewise algebraicな Cω 級多様体構造であって、商写像M i → M i/Gが
局所自明で piecewise algebraicな Cω 級ファイブレーションとなるものを許容する。

本質的な変更点は (3) である。ここで、piecewise algebraic な空間とは、局所コンパクト空間で
あって局所表示先や座標変換がすべて半代数的なものをいう（cf. Kontsevich–Soivelman [5]）。つま
り、主結果バージョン 1は「軌道空間に誘導される多様体構造も半代数的にできる」というものであ
る。証明の大きな流れはMahterの方針と同様であったが、多様体構造を得る段階で、Matherとは
本質的に異なる道具として塩田の結果を用いた。詳しくは最終節 §3を参照されたい。
では、Q1’の答として何が考えられるか？本稿では、次に述べる二方向への一般化を考える。
第一に、半代数幾何の解析的類似にあたる劣解析幾何 (subanalytic geometry)、そしてそれらの公

理的一般化にあたる塩田の X0,X-categoryへの一般化である [9]。X0-categoryは実数体上の順序極
小構造 (o-minimal structure) と同一の概念である [14]。これらの categoryでは任意の対象に対す
るWhitney滑層分割・三角形分割可能性が示されており、しかも位相空間論的に病的な例が生じな
いことから、Grothendieckの提唱した ‘tame topology’の代表的な候補となっている。本稿のタイ
トルにある ‘tame topology’とは、本稿ではこれらのカテゴリーを指す。
そして第二に、群作用の公理的一般化にあたる亜群 (groupoid)——ここでは幾何構造も込めて Lie

亜群と呼ぶのが正しい——への一般化である。近年の研究では、固有な C∞Lie亜群の滑層分割に関



する結果が上がっている [3]。
まとめると、我々はMather–Vassiliev型の滑層分割を ‘tame topology’における Lie亜群に対して

考える。こうして得られたものが、後述する主結果バージョン 2である。以降は、我々が舞台とする
塩田の X0,X-categoryの導入（§2）、主結果バージョン 2およびその証明に用いた技術の紹介（§3）
に費やされる。

2 塩田の X0,X-category

本節では、半代数幾何から出発し、塩田の X0,X-categoryを導入する。詳しくは [2, 10, 9]を参照
されたい。
半代数的集合全体が成す集合族は、以下の 4公理を充たす最小の集合族S0 ⊂

⨿∞
n=0 2

Rn として特
徴づけられる:

(I)0 任意の実代数的集合は S0 の元である;

(II)0 X1, X2 ∈ S0 ならば、X1 ∩X2, X1 −X2, X1 ×X2 ∈ S0;

(III)0 X ∈ S0, X ⊂ Rn かつ写像 p : Rn → Rp が線型ならば、p(X) ∈ S0;

(IV)0 X ∈ S0, X ⊂ R1 ならば、それは有限個の点と区間たちの合併である。

非自明な性質は (III)0 のみだが、これは Tarski–Seidenbergの原理という量化子除去定理の帰結とし
て知られている。また、半代数的集合の位相的内部・閉包・境界もまた半代数的集合になるし、半代
数的集合の半代数的写像による順像・逆像もまた半代数的集合になる。このように、半代数的集合
のクラスは非常によい性質を持っており、さらに Grothendieckが提唱した ‘tame topology’——空
間充填曲線や Banach–Tarskiのパラドクスのような位相的に病的な例・現象を持たない空間のクラ
ス——の代表的な候補にもなっている。
さて、塩田の X0-categoryとは、上記の公理を充たす ‘tame topology’のことである。正確には:

定義 2.1. X0 ⊂
⨿∞

n=0 2
Rn を、上記の 4公理 (I)0–(IV)0 を充たす集合族とする。このとき

• X0 の元を X0-setといい、
• X0-set間の連続写像であって、そのグラフがまた X0-setであるものを X0-mapという。

そして、X0-setの全体と X0-mapの全体の二つ組を X0-categoryという。

半代数的集合の全体よりも真に広い例を挙げておこう。

例 2.2 (Wilkieの例). Wn := {p−1(0) ⊂ Rn | p ∈ R[x1, . . . , xn, e
x1 , . . . , exn ]}と置く。このとき、⨿∞

n=0 Wn を包む最小の X0-categoryが存在する。

注意 2.3. X0-categoryは、実数体 R上の順序極小構造と同一の概念である。

さらに、半代数的集合の解析的類似として、劣解析的集合 (subanalytic set) が知られている。本
来の定義は煩雑であるため、ここでは特徴づけのみ述べる。劣解析的集合全体が成す集合族は、以下
の 3公理を充たす最小の集合族 S ⊂

⨿∞
n=0 2

Rn として特徴づけられる:



(I)’ 任意の実解析的集合は Sの元である;

(II)’ X1, X2 ∈ Sならば、X1 ∩X2, X1 −X2 ∈ S;

(III)’ X ∈ S, X ⊂ Rn かつ写像 p : Rn → Rp が線型であり p|ClRnX が固有ならば、p(X) ∈ S.

公理 (III)’は半代数的な場合よりも仮定が厳しい。これは実解析的集合の線型写像による像が時に病
的な例となるためである。例えば、{(0, 0)} ∪ {(x, 1/x) ∈ R2 | x ∈ N} ⊂ R2 の第 2成分への射影は
例 1.3となってしまう。
さて、上述と同様にこの公理的一般化として X-categoryを定義したいが、⨿∞

n=0 2
Rn 自体も公理

(I’)–(III’) を充たしてしまう。また、必ずしも解析的な例を含まないものも対象とするために、少し
公理を変更する:

定義 2.4. X ⊂
⨿∞

n=0 2
Rn を、下記の 4公理を充たす集合族とする:

(I) 任意の実代数的集合は Xの元である;

(II) X1, X2 ∈ Xならば、X1 ∩X2, X1 −X2, X1 ×X2 ∈ X;

(III) X ∈ X, X ⊂ Rn かつ写像 p : Rn → Rp が線型であり p|ClRnX が固有ならば、p(X) ∈ X;

(IV) X ∈ X, X ⊂ R1 ならば、X は任意の点 x ∈ R1 の近くで有限個の点と区間たちの合併である。

このとき

• Xの元を X-setといい、
• X-set間の連続写像であって、そのグラフがまた X-setであるものを X-mapという。

そして、X-setの全体と X-mapの全体の二つ組を X-categoryという。

公理 (I), (II) はそれぞれ (I)0, (II)0 と同じものである。また、劣解析的集合全体が成す集合族は
X-categoryである。
以下では、X0-category または X-category を一つ固定する。そして、順序極小構造の分野での慣

習に倣い、X0,X-setを definable set、X0,X-mapを definable mapと呼ぶことにする。この他にも、
この category上で定義される概念には definableという形容詞をつける。

注意 2.5. 半代数幾何・劣解析幾何の諸結果の多くは一般の X0,X-categoryに受け継がれるが、正則
性に関しては注意が必要である。例えば、定理 1.5の X0,X-categoryバージョンは「1 ⩽ r < ∞とす
る。任意の definable setは、有限個の definable setな滑層から成る Cr 級Whitney滑層分割を許容
する」となる。r = ∞, ω に対して、X0,X-categoryの一般論はまだ存在しない。また、X-category

においては、公理 (III), (IV)の事情から、集合や写像に対して有界性を課すことが多い。

3 主結果について
本節では、主結果バージョン 2およびその証明を紹介する。



3.1 Lie亜群
主結果を述べるために、Lie亜群の定義を復習する。Lie亜群は、ラフに言えば「滑らかな構造を

持った可逆圏」のことである。Lie亜群の一般論は [7]を参照されたい。

定義 3.1. Cr 級 Lie亜群 (Cr Lie groupoid) G ⇒ M とは、以下のデータたちの組であって、以下
の整合性条件 (∗)を充たすものをいう:

(射の集合および対象の集合) Cr 級多様体 G,M ;

(source mapおよび target map) Cr 級沈め込み s, t : G → M ;

(合成) Cr 級写像 c : G(2) → G, g · h := c(g, h)、ただし G(2) := {(g, h) ∈ G × G | s(g) = t(h)};
(単位) Cr 級埋め込み u : M → G;
(逆) Cr 級微分同相 i : G → G, g−1 := i(g).

(∗) 任意の g, h, k ∈ G と任意のm ∈ M に対して、以下の等式が意味を持つ限り成り立つ:

(合成) (g · h) · k = g · (h · k);
(単位) s(u(m)) = t(u(m)) = m;

(逆) g−1 · g = u(s(g)), g · g−1 = u(t(g)).

例 3.2. G ↷ M を Cr 級 Lie群の Cr 級多様体への Cr 級作用とする。このとき G := G×M とし、
s(g,m) := m, t(g,m) := g.mと定めれば Cr 級 Lie亜群を得る。

例 3.3. f : M → N を Cr 級多様体間の全射 Cr 級沈め込みとすると、G := M ×N M はM 上の同
値関係である。このとき、s = pr1, t = pr2 と定めれば Cr 級 Lie亜群を得る。

例 3.4. Cr 級 Lie亜群 G ⇒ M に関して、(s, t) : G → M ×M が固有写像であり、s, tが共に Cr 級
局所微分同相であるとする。このとき、Lie亜群 G ⇒ M は orbifold groupoidと呼ばれる。

定義 3.5. G ⇒ M を Cr 級 Lie亜群とする。このとき、点 x ∈ M に対して、その軌道 (orbit)を
G.x := t(s−1(x))

で定める。また、M 上に同値関係
x ∼ y ⇐⇒ 或る g ∈ G に対して s(g) = x かつ t(g) = y が成り立つ

を定め、商空間M/G := M/ ∼を Lie亜群 G ⇒ M の軌道空間 (orbit space)という。

さて、Cr 級 Lie亜群が definableであるとは、そのデータにおけるすべての集合と写像が definable

であることとする。

3.2 主結果バージョン 2およびその証明
それでは我々の主結果バージョン 2を述べる。本節を通して、r は categoryが半代数的または劣
解析的のとき ω とし、一般のとき 1 ⩽ r < ∞なる整数とする。



定理 3.6 (主結果バージョン 2 [11, Theorem 3.1]). G ⇒ M を definable な Cr 級 Lie 亜群、
d = dimM とする。さらに、X-categoryの場合、G およびM は有界とする。このとき、M はフィ
ルトレーション

M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Md+1 = ∅

であって、以下を充たすものを許容する: 任意の i = 0, 1, . . . , dに対し、

(1) Mi はM の閉集合であり、definableかつ G 不変である;

(2) M i = Mi −Mi+1 はM の余次元 iなる definableな Cr 級部分多様体であり（ただし空かも
しれない）、{M i}di=0 はM のWhitney滑層分割である;

(3) 商空間M i/G は、piecewise definableな Cr 級多様体構造であって、商写像M i → M i/G が
局所自明で piecewise definableな Cr 級ファイブレーションとなるものを許容する。

注意 3.7. M/G は一般に Hausdorff になるとも限らない空間である。上記の定理は、それが
{M i/G}di=0 という “滑層分割”を持つことを主張している。

主結果の証明は、以下に箇条書きするような方針に沿うことで得ることができる。これはMather

のスケッチに基づいている。詳しくはMatherの原論文または筆者のプレプリントを参照されたい。

(i) 所望のフィルトレーションがM0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mi まで得られたとする。欲しいのはMi+1

である。
(ii) Mi 上の軌道の族 Ri :=

⨿
x∈Mi

{x} × G.x を考える。このとき、射影 pr1 : Ri → Mi が
M i = Mi −Mi+1 上で局所自明となるように、不良集合Mi+1 を定める。

(iii) M i の軌道に対するスライスを取り、その上で軌道の族を自明化する。このとき、スライスが
M i/G の局所座標を定め、族の局所自明性が商写像M i → M i/G の局所自明性に対応する。

Mather の証明との相違点は、ステップ (ii) において局所自明性を得るための技術である。まず、
Matherは軌道の族をファイバー方向にコンパクト化した上で、以下の Thomのアイソトピー補題を
用いた。

定理 3.8. N,Y を C∞ 級多様体、X ⊂ N を部分集合、{Xα}を X の C∞ 級Whitney滑層分割と
する。f : X → Y は固有な C∞ 級写像（つまり、f は X の N における開近傍 U 上へと C∞ 級に
延長可能）であり、各 αについて f |Xα

: Xα → Y は C∞ 級沈め込みであるとする。このとき、f は
C0 級で局所自明であり、この局所自明化の下で、各 f |Xα は C∞ 級で局所自明である。

すると、滑層Ri ∩ (pr1)
−1(M i)だけに注目すれば pr1 は C∞ 級で局所自明なことが分かる。この

後、それぞれの局所自明化写像を Cω 級に近似すればよい。しかし、Thomのアイソトピー補題はベ
クトル場の積分を用いて証明された事実であり、得られる局所自明化は definable性を一般に持たな
い。これを解決するのが、以下の塩田のアイソトピー補題である。

定理 3.9. Y ⊂ Rp を definableな C1 級多様体、X ⊂ Rn を部分集合、{Xα}を X の definableな
C1 級Whitney 滑層分割とする。f : X → Y は固有かつ definable な C1 級写像であって、各 α に
ついて f |Xα

: Xα → Y は C1 級沈め込みであるとする。このとき、f は definableかつ C0 級で局所



自明であり、この局所自明化の下で、各 f |Xα は C1 級で局所自明である。

この定理は、ベクトル場の積分ではなく局所自明化の延長補題を利用して示される。そのため、局
所自明化も definableになることが保証される。この定理を用いた後、definableな写像の Cr 級近似
定理を適用することで、definable かつ Cr 級の局所自明性が得られるのである。筆者はこの方法を
用いて主結果の条件 (3)を得た。以上が主結果の証明の概略である。
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