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概要
β > 1 とし [0, 1] 上の変換 T を T (x) = βx− ⌊βx⌋ で定義する. 変換 T により各 x ≥ 0 は

x = c1β
L−1 + · · ·+ cL−1β + cL +

cL+1

β
+ · · ·+ cn+1

βn
+ · · · ,

βL−1 ≤ x < βL, cn = ⌊βTn−1(β−Lx)⌋

と展開される. これをベータ展開という. 本発表では, N の各要素が有限ベータ展開を持つため
の十分条件を与え, さらにその有限性条件を満たす β で positve finiteness と呼ばれる有限性条
件を満たさない例を紹介する.

1 導入
a, b ∈ Z (a ≤ b) に対し [[a, b]] = [a, b] ∩ Z とする. 任意の x ∈ [0,∞) は cn ∈ [[0, 9]] によって

x =
∑∞

n=1 an10
ℓ−n と 10 進展開できる. この展開は次のように β > 1 の場合に一般化できる. まず

y ∈ R に対し, 整数部分を byc, 小数部分を {y} で表し, Tβ : [0, 1] 7→ [0, 1) を

Tβ(x) = {βx} = βx− bβxc

によって定義する. このとき, 各 x ∈ [0, 1) に対し cn = bβTn−1
β (x)c とおくと,

Tn−1
β (x) =

cn
β

+
Tn
β (x)

β

が成り立つ. この等式を繰り返し利用することにより x の展開

x =
c1
β

+
Tβ(x)

β
=

c1
β

+
c2
β2

+
T 2
β (x)

β2
= · · · =

∞∑
n=1

cn
βn

, cn ∈ [[0, bβc]]

が得られる. これを x のベータ展開といい,

dβ(x) = c1c2 · · · cn · · ·

と表す. 一方, x ≥ 1 に対するベータ展開は

x = c1β
L−1 + · · ·+ cL−1β + cL +

cL+1

β
+ · · ·+ cL+n

βn
+ · · · ,

ただし L = L(x) := min{n ∈ N | xβ−n < 1} かつ dβ(β
−Lx) = c1c2 · · · cn · · ·



によって定義される. x のベータ展開の末尾が 0 のみとなるとき, x は有限ベータ展開をもつという.

今後, 有限ベータ展開をもつ x ∈ [0,∞) の全体を Fin(β) と表す.

すべての整数は有限な 10 進展開をもつ. Frougny と Solomyak はこの性質の一般化として β に
関する 3 種類の有限性条件

(F1) N ⊂ Fin(β)
(PF) Z≥0[1/β] ⊂ Fin(β)
(F) Z[1/β]≥0 ⊂ Fin(β)

を考えた ([6]). (PF) が (F) を含むクラスであり, (F1) が (PF) を含むクラスであることは明らかで
ある. また β が (F1) を満たすとき, β は代数的整数となることが知られている ([6]). 特に (F1) に
ついては次の事実が知られている.

Theorem 1.1 ([2, 6]) β が (F1) を満たすなら β は Pisot 数である. ここで代数的整数 β が Pisot

数であるとは, β > 1 かつ β のすべての共役 γ ( 6= β) に対し |γ| < 1 が成り立つときにいう.

定義から 1 次の Pisot 数は 2 以上の自然数となる. そのため, 1 次の Pisot 数は (F) を満たす. 一
方, 2 次の Pisot 数については次が知られている.

Theorem 1.2 ([6]) β が 2 次の Pisot 数なら β は (PF) を満たす.

(PF) 及び (F) については様々な結果が知られている (セクション 2 を参照). その一方, (PF) を
満たさないが (F1) を満たす β の存在は知られていなかった. セクション 3 では (F1) の新たな十分
条件を与え, 主結果である (PF) を満たさないが (F1) を満たす β の例について紹介する.

2 (F) 及び (PF) に関する先行研究
Tβ による展開は 1 に対しても考えることができる. これを Rényi 展開といい, dβ(1) で表す.

dβ(x) の末尾が 0 のみとなるとき, dβ(x) は有限であるという.

(PF) と (F) の関係は dβ(1) によって特徴づけることができる.

Theorem 2.1 ([6]) β が (F) を満たすことの必要十分条件は β が (PF) を満たし, かつ dβ(1) が
有限となることである.

(PF) を満たす Pisot 数 β についてはその最小多項式が Akiyama によって特徴づけられた.

Theorem 2.2 ([5]) β が (F) を満たさずに (PF) を満たすなら, β は Pisot 数でかつ最小多項式が
次で与えられる:

xd − (bβc+ 1)xd−1 +
d∑

j=2

ajx
d−j , aj ∈ Z≥0, ad ∈ N,

d∑
j=2

aj < bβc.

一方, (F) を満たす β の最小多項式については (PF) のような特徴づけが得られていない. しかし,

(F) を満たすための十分条件についてはいくつか知られている.



Proposition 2.3 ([6, 7]) 代数的整数 β > 1 の最小多項式を

xd − ad−1x
d−1 − · · · − a1x− a0 (ak ∈ Z)

とし, 次のいずれかを満たすとする.

(FS) ad−1 ≥ · · · ≥ a1 ≥ a0 ≥ 1.

(H) aj ≥ 0 かつ ad−1 >
∑

0≤n≤d−2 an.

このとき, β は (F) を満たす.

β が 3 次の場合に限れば次が知られている.

Proposition 2.4 ([9]) Pisot 数 β の最小多項式を

x3 − ax2 − bx− c (a, b, c ∈ Z)

とし, 次のいずれかを満たすとする.

(A1) 0 ≤ a < b, 2a− 2b+ c ≥ −1, b− 2c ≥ −1.

(FS) a ≥ b ≥ c ≥ 1.

(Hm) a ≥ b ≥ 0, a− b− c ≤ 0, b− c = −1.

(H) a ≥ b ≥ 0, a− b− c > 0, c ≥ 1.

(A2) −a < −c ≤ b < 0, a+ b− c ≥ 0.

このとき, β は (F) を満たす.

上述の命題は Akiyama による 3次の Pisot 単数の特徴づけ (Theorem 3 of [2]) の一般化になって
いる. またこの命題のうち, (Hm) を除く場合については次のセクションで述べる Shift radix system

を利用したアプローチで (F) であることが証明されている ([4]).

一般に, β が (F) を満たすための十分条件を発見するのは難しい問題である. しかし, β が (F) を
満たすかどうかを判定するアルゴリズムが存在することが知られている ([1]).

2.1 Shift Radix System

代数的整数 β > 1 の最小多項式を

xd − ad−1x
d−1 − · · · − a1x− a0

とする. ℓl = (l1, l2, · · · , ld−1) ∈ Zd−1 に対し λβ : Zd−1 → R, τβ : Zd−1 → Zd−1 をそれぞれ

λβ(ℓl) = l1a0β
−1 + · · ·+ lj

(
j∑

i=1

aj−iβ
−i

)
+ · · ·+ ld−1

(
d−1∑
i=1

ad−1−iβ
−i

)
τβ(ℓl) = (l2, · · · , ld−1,−bλβ(ℓl)c)

と定義し, (Zd−1, τβ) を shift radix system (SRS) と呼ぶ. 特に

{λβ}(ℓl) := {λβ(ℓl)}



とすると, {λβ} : Zd−1 → Z[β] ∩ [0, 1) は全単射で次の可換図式が得られる.

Zd−1
τβ−→ Zd−1

{λβ}
y y{λβ}

Z[β] ∩ [0, 1) −→
Tβ

Z[β] ∩ [0, 1)

したがって, τβ は Tβ の一般化である. また SRS については次の結果が知られている.

Theorem 2.5 ([3, 4]) W ⊂ Zd−1 が次を満たすとする:

(i) ±ek ∈ W (k = 1, 2, · · · , d− 1). ただし ek = (0, · · · , 0,
k
∨

1, 0, · · · , 0) ∈ Zd−1.

(ii) ℓl ∈ W ⇒ {τβ(ℓl), τ∗β (ℓl)} ⊂ W . ただし τ∗β (ℓl) := −τβ(−ℓl).

(iii) ∀ℓl ∈ W , ∃k ∈ N, s.t. τkβ (ℓl) = 0

このとき, β は (F) を満たす.

Theorem 2.5 の条件 (i) と (ii) を満たす集合 W は set of witnesses と呼ばれる. Akiyama et al.

は τβ のパラメータ (a0β
−1, a1β

−1+a0β
−2, · · · ,

∑
1≤i≤d−1 ad−1−iβ

−i) を r = (r1, r2, · · · , rd−1) ∈
Rd−1 の場合へ一般化して議論し, 一般化された (F) を導入した ([3]). さらに [4] では, 小さい多面
体 H ⊂ Rd−1 が与えられたとき, すべての r ∈ H に対し τr が一般化された (F) を満たすか否かを
判定するアルゴリズムを構成することに成功し, (F) を満たすための十分条件をいくつか発見した.

3 主結果
Theorem 3.1 x3 − 4x2 + 4x− 2 の根 β > 1 は (PF) を満たさないが (F1) を満たす.

Theorem 3.1 の β が Pisot 数であることは Akiyama の結果 (Lemma 1 of [2]) から確認できる.

さらに Theorem 2.2 の対偶によりこの β が (PF) を満たさないことも示される. 以下, (F1) の十分
条件について考察する.

3.1 Key Lemma

この小節では β > 1 は実数とする. また x ∈ [0,∞) に対し,

fp(x) =
∑

n≥L(x)+1

cnβ
L(x)−n ただし dβ(xβ

−L(x)) = c1c2 · · ·

と定義する. fp(x) はベータ展開における x の小数部分である.

Lemma 3.2 任意の x ∈ [0,∞) に対し, θ ∈ {0, 1} と 非負整数列 {εn}1≤n≤r が存在して次が成り
立つ.

fp(x+ 1)− fp(x) = θ −
r∑

n=1

εnT
n
β (1)



Lemma 3.2 の証明の概略を述べる前に補足と記号の導入をする. 今後,

d∗β(1) = d1d2 · · · :=
{

(b1b2 · · · bq−1(bq − 1))∞ if dβ(1) = b1b2 · · · bq−1bq0
∞, bq > 0

dβ(1) otherwise

とおく. d∗β(1) を利用することで, 与えられた記号列がベータ展開に現れるか否かを判定できる.

Remark 3.1 ([8, 10]) 以下の 2 条件は同値である.

(1) c1c2 · · · ∈ dβ([0, 1)).

(2) 0∞ ≤lex cncn+1 · · · <lex d∗β(1),
∀n ∈ N.

ただし, <lex は辞書式順序であり, ≤lex は <lex または = を意味する.

x ∈ [0,∞) に対し,

Dβ(x) :=

{
c1c2 · · · cL(x).cL(x)+1 · · · if L(x) ≥ 1
.c1c2 · · · if L(x) = 0

と定義する. ただし, dβ(β
−L(x)x) = c1c2 · · · である. また,

D := {0nDβ(x) | x ∈ [0,∞), n ∈ Z≥0}

とおく. 以下の Lemma 3.2 の証明では,

ξn := dnβ
−1 + dn+1β

−2 + · · · =
∑
k≥n

dkβ
n−k−1

とする. このとき, d∗β(1) の定義より任意の k ∈ N に対し ξk = T ℓ(1) を満たす ℓ ≥ 0 が存在する.

Sketch of the proof of Lemma 3.2. x ∈ [0,∞) とし, ℓ = L(x+ 1) とおく. さらに

c1c2 · · · = 0ℓ−L(x)Dβ(x)

とする. このとき,

x+ 1 =

ℓ∑
n=2

cℓ−n+1β
n−1 + cℓ + 1 +

∞∑
n=ℓ+1

cnβ
ℓ−n

が成り立つ. ここで

c1 · · · cℓ−1(cℓ + 1).cℓ+1 · · · ∈ D ⇒ fp(x+ 1) =

∞∑
n=ℓ+1

cnβ
ℓ−n = fp(x)

であるから, c1 · · · cℓ−1(cℓ + 1).cℓ+1 · · · /∈ D の場合を考えればよい. このとき,

k0 = 0 かつ ki < ki+1 かつ cki+j

{
= dj if 1 ≤ j ≤ ki+1 − ki − 1
< dj if j = ki+1 − ki

(i ≥ 0)

を満たす自然数列 {ki}∞i=0 が存在する. ここで

ki < ℓ ≤ ki+1



としてよい. 今, {ℓn}n≥1 と {yn}n≥1 を次のように帰納的に定義する. 最初に

y1 := θ + fp(x)− ξℓ−ki+1

ℓ1 := L(y1)

とおく. ただし,

θ = cℓ + 1− dki+1−ki
=

{
0 if ℓ = ki+1

1 if ℓ 6= ki+1

とする. y1 の定義を図解すると以下のようになる. 今 a := −a とし,
ν
= で数値化が等しい記号列を

表すとする. このとき, y1 は

c1 · · · cki−1 cki cki+1 · · · cℓ−1 (cℓ + 1). cℓ+1 · · ·
+) 0 · · · 0 1 d1 · · · dℓ−ki−1 dℓ−ki

. dℓ−ki+1 · · ·
c1 · · · cki−1 (cki

+ 1) 0 · · · 0 θ. (cℓ+1 − dℓ−ki+1) · · ·
ν
= c1 · · · cki−1 (cki

+ 1) 0ℓ−ki−ℓ1 Dβ(y1)

となっている. 次に yn ≥ 0と ℓn ≥ 0が定義され,かつ c1 · · · cki−n−1(cki−n+1)0ℓ−ki−n−ℓnDβ(yn) /∈
D のとき,

yn+1 := yn − ξℓ−ki−n−1+1

ℓn+1 := L(yn+1)

と定義する. すなわち yn+1 については

c1 · · · cki−n−1
cki−n−1+1 · · · (cki−n

+ 1) 0ℓ−ki−n−ℓn Dβ(yn)

+) 0 · · · 1 d1 · · · dki−n−ki−n−1
· · · · · ·

c1 · · · (cki−n−1
+ 1) 0 · · · 0 0ℓ−ki−n−ℓn Dβ(yn − ξℓ−ki−n−1+1)

ν
= c1 · · · (cki−n−1

+ 1) 0ℓ−ki−n−1−ℓn+1 Dβ(yn+1)

となっている. このとき, 次が成り立つ.

(i) c1 · · · cki−n−1(cki−n + 1)0ℓ−ki−n−ℓnDβ(yn) /∈ D ならば yn+1 ≥ 0.

(ii) ある n < i が存在して c1 · · · cki−n−1(cki−n
+ 1)0ℓ−ki−n−ℓnDβ(yn) ∈ D .

(iii) c1β
ℓ−1 + · · ·+ cki−n−1β

ℓ−ki−n+1 + yn = x+ 1.

(i) により yn と ℓn が帰納的に定義できることが保証される. 次に (ii) により c1 · · · cki−n−1(cki−n
+

1)0ℓ−ki−n−ℓnDβ(yn) ∈ D となったときにこの操作をやめ, そして (iii) により操作をやめたときに
得られた列 c1 · · · cki−n−1(cki−n

+ 1)0ℓ−ki−n−ℓnDβ(yn) が x + 1 のベータ展開になっていることが
分かる. さらに実際には

fp(x+ 1) ∈ {yn, yn − βℓn−1}

となることも示される. fp(x + 1) = yn なら定理が示されているから, fp(x + 1) = yn − βℓn−1

の場合を考えればよい. しかしこのとき, yn < 2 より D(yn) = 10ℓn−1.dβ(fp(yn)) となるため
d1d2 · · · dℓn−1 = 10ℓn−2 が成り立つ. これにより βℓn−1 = 1+

∑
1≤j≤p ξj を満たす {ξj}1≤j≤p の存

在を証明することができ, 定理が成り立つ.

Lemma 3.2 より次を得る.



Corollary 3.3 任意の N ∈ N に対し, 非負整数列 {εn}1≤n≤r が存在して次が成り立つ.

fp(N) =

{
−

r∑
n=1

εnT
n
β (1)

}

3.2 (F1) の十分条件
この小節では β > 1 を代数的整数とし, β の最小多項式を

xd − ad−1x
d−1 − · · · − a1x− a0

とする.

Remark 3.2 任意の n ∈ N に対し Tn
β (1) = {λβ}(τn−1

β (0, · · · , 0, 1)).

Proof. Tβ と λβ の定義から Tβ(1) = β − bβc = {λβ}(0, · · · , 0, 1). よってセクション 2.1 の可換図
式により Tn

β (1) = {λβ}(τn−1
β (0, · · · , 0, 1)) (n ∈ N).

次に,
Fβ := {ℓl ∈ Zd−1 | ∃k ≥ 0; τkβ (ℓl) = 0}

とおく. 今, Corollary 3.3 と Remark 3.2 から次が示される.

Remark 3.3 任意の r ∈ N と非負整数列 {εn}1≤n≤r に対し,

−
r∑

n=1

εnτ
n−1
β (0, · · · , 0, 1) ∈ Fβ

が成り立つとする. このとき, β は (F1) を満たす.

さらに

Qβ =

{
ℓl ∈ Zd−1

∣∣∣∣∣ ∃N ∈ N, ∃{ℓln}Nn=1 s.t. ℓl1 = (0, · · · , 0, 1),
ℓlN = ℓl, ℓln+1 ∈ {τβ(ℓln), τ∗β (ℓln)}

}
Pβ = {ℓl ∈ Qβ \ {0} | ∃N ∈ N; τNβ (ℓl) = ℓl}

とおく. 一般に β が Pisot 数なら Qβ は有限集合である ([11]). さらに β が 3 次の Pisot 数なら
Qβ は set of witnesses になることが知られている ([9]).

これまでの準備から次の定理を得る.

Theorem 3.4 Pisot 数 β が次を満たすとする.

(i) −Qβ = {−ℓl ∈ Zd−1 | ℓl ∈ Qβ} ⊂ Qβ.

(ii) τ−1
β (Pβ) = {ℓl ∈ Zd−1 | τβ(ℓl) ∈ Pβ} ⊂ Pβ

(iii) R ⊂ Fβ. ただし R は

R := [[− δ, δ]]
d−1 ∩ {−

r∑
n=1

εnτ
n−1
β (0, · · · , 0, 1) | r ∈ N, {εn}rn=1 は非負整数列 },

であり, また δ := max{|lj | | (l1, l2, · · · , ld−1) ∈ Pβ , j ∈ [[1, d− 1]]} である.



このとき, β は (F1) を満たす.

Proof. 証明は以下の 3 段階に分ける.

step 1: ℓl, ℓl′ ∈ Zd−1 に対し τβ(ℓl − ℓl′) ∈ {τβ(ℓl)− τβ(ℓl
′), τβ(ℓl)− τ∗β (ℓl

′)}.

Proof of step 1: τβ(ℓl − ℓl′) の第 d− 1 成分について考えれば十分である. 今,

bλβ(ℓl)c− (bλβ(ℓl
′)c+1) = bλβ(ℓl)c− bλβ(ℓl

′)c− 1 ≤ bλβ(ℓl)− λβ(ℓl
′)c ≤ bλβ(ℓl)c− bλβ(ℓl

′)c

が成り立つ. これより主張を得る.

step 2: ℓl ∈ Fβ かつ 1k1 = τn−1
β (0, · · · , 0, 1) (n ∈ N) とする. このとき,

ℓl − 1k1 /∈ Fβ ⇒ ℓl − 1k1 ∈ Pβ .

Proof of step 2: step 1 より {1kn}n≥2 ⊂ Qβ で

τβ(τ
n−2
β (ℓl)− 1kn−1) = τn−1

β (ℓl)− 1kn かつ 1kn ∈ {τβ(1kn−1), τ
∗
β (1kn−1)}

を満たすものが存在する. そこで τN−1
β (ℓl) 6= 0 かつ τNβ (ℓl) = 0 とすると,

τNβ (ℓl − 1k1) = τNβ (ℓl)− 1kN+1 = −1kN+1 ∈ −Qβ ⊂ Qβ .

ここで ℓl−1k1 /∈ Fβ であるから −1kN+1 /∈ Fβ . 特に τ−1
β (Pβ) ⊂ Pβ の仮定から−1kN+1 ∈ Pβ

となる. よって再度 τ−1
β (Pβ) ⊂ Pβ により ℓl − 1k1 ∈ Pβ を得る.

step 3: 主張の証明.

Proof of step 3: Remark 3.3 より次を示せばよい.

V := {−
r∑

n=1

εnτ
n−1
β (0, · · · , 0, 1) | r ∈ N, {εn}rn=1 は非負整数列 } ⊂ Fβ

そこで Rn ⊂ Zd−1 を R0 := R,

Rn :=

{
ℓl ∈ V \

n−1⋃
k=0

Rk

∣∣∣∣∣ ℓl = ℓl′ − τ j−1
β (0, · · · , 0, 1), ℓl′ ∈ Rn−1, j ∈ N

}

で定義する. このとき ∪n≥0Rn = V が成り立つ. よって Rn ⊂ Fβ を帰納法で示せば
よい. そこで Rn−1 ⊂ Fβ とし, さらに ℓl ∈ Rn \ Fβ が存在したと仮定する. このとき
ℓl = ℓl′ − τ j−1

β (0, · · · , 0, 1), ℓl′ ∈ Rn−1 と表せるため, step 1 から τNβ (ℓl) ∈ Qβ を満たす
N ∈ N が存在し, step 2 から τNβ (ℓl) ∈ Pβ となる. したがって τ−1

β (Pβ) ⊂ Pβ により ℓl ∈ Pβ

を得る. 特に ℓl ∈ V より, δ の定義から ℓl ∈ R0 となる. これは Rn ∩R0 = ∅ に矛盾する.



3.3 Proof of Theorem 3.1

以下, β > 1 の最小多項式は x3 − 4x2 + 4x− 2 とする. Theorem 3.1 の証明の前に準備を行う.

Remark 3.4 −Qβ ⊂ Qβ.

Proof. ℓl ∈ −Qβ とすると,

∃{ℓln}Nn=1 s.t. ℓl1 = (0,−1), ℓlN = ℓl, ℓln+1 ∈ {τβ(ℓln), τ∗β (ℓl)}

が成り立つ. 今, τ による (0, 1) の軌道を調べると,

(0, 1)
τβ→ (1, 2)

τβ→ (2, 2)
τβ→ (2, 1)

τβ→ (1, 0)
τβ→ (0, 0).

であるから ℓl1 = (0,−1) = τ∗β (1, 0) ∈ Qβ . よって ℓln ∈ Qβ (n ∈ [[1, N ]]) より ℓl = ℓlN ∈ Qβ .

また定理の証明では次の Remark を認めるものとする.

Remark 3.5 β について次が成り立つ.

(1) Pβ = {(1, 1)}. (2) 2β−1 < 1.

Proof of Theorem 3.1. 今, Remark 3.4 より β は Theorem 3.4 の条件 (i) は満たしている. 次に条
件 (ii) を満たすことを示す. τβ(ζ, 1) = (1, 1) (ζ ∈ Z) とすると b(2ζ − 4)β−1 + 2β−2c = −1 より,{

−1 ≤ (2ζ − 4)β−1 + 2β−2 · · · (1)
(2ζ − 4)β−1 + 2β−2 < 0 · · · (2)

ここで 1 = 4β−1 − 4β−2 + 2β−3 と (1) より,

0 ≤ 2ζβ−1 − 2β−2 + 2β−3

となる. よって β−1 < 1 より,

0 ≤ 2ζβ−1 − 2β−2 + 2β−3 = 2ζβ−1 − 2(1− β−1)β−2 < 2ζβ−1,

すなわち ζ ≥ 1 を得る. 他方, (2) と Remark 3.5-(2) より,

0 > (2ζ − 4)β−1 + 2β−2 > (2ζ − 4)β−1,

すなわち, ζ < 2 を得る. したがって ζ = 1. これより τ−1
β ({(1, 1)}) = {(1, 1)}. 最後に (iii) を満た

すことを確認する. そこで,

K0 := {ℓl ∈ [[− 1, 1]]
2 | ℓl = −τn−1

β (0, 1), n ∈ N}

Kn := {ℓl ∈ [[− 1, 1]]
2 | ℓl = ℓl1 + ℓl2, ℓl1, ℓl2 ∈ Kn−1}

とおく. このとき, Kn ⊂ Kn+1 かつ十分大きな n に対し R ⊂ Kn が成り立つ. 今, Kn を調べると

K1 = {(−1,−1), (0,−1), (−1, 0), (0, 0)}



及び n ≥ 1 に対し R ⊂ Kn となることが確認できる. さらに

(−1, 0)
τβ→ (0, 1)

τβ→ (1, 2)
τβ→ (2, 2)

τβ→ (2, 1)
τβ→ (1, 0)

τβ→ (0, 0)

(−1,−1)
τβ→ (−1, 0)

τβ→ · · ·
τβ→ (0, 0)

(0,−1)
τβ→ (−1,−1)

τβ→ · · ·
τβ→ (0, 0)

より K1 ⊂ Fβ も確認できる. 以上から Theorem 3.4 により β は (F1) を満たす.
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